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ВСТУП

Пiд час побудови та експлуатацiї споруд та конструкцiй з’являються
динамiчнi або статичнi навантаження, через якi у пружних тiлах виникають
та концентруються напруження. Цi напруження можуть деформувати та
навiть зламати конструкцiю. Тому треба їх враховувати пiд час будiвни-
цтва. Через це у математичнiй фiзицi з’являються задачi теорiї пружностi.
Цi задачi розглядались у статичних та динамiчних постановцi багатьма
авторами для рiзних об’єктiв за рiзних початкових та граничних умов
[1, 2, 5, 9]. Такий об’єкт, як чверть простору, можна розглядати як модель
перед розв’язанням подiбних задач для нескiнченного або напiвнескiнчен-
ного шару, а потiм для плити. Чверть простору - це особливий випадок
просторового клину. Зокрема, для другої крайової задачi для просторового
клину точний розв’язок було побудовано Я. С. Уфлянд [12]. В iншiй роботi
[13] було побудовано точний розв’язок для випадку, коли заданi нормальнi
перемiщення та тангенцiальне напруження. Точний розв’язок мiшаної зада-
чi теорiї пружностi для чвертi простору у статичнiй постановцi знайшов
Г. Я. Попов у [5]. Важливо, що при розв’язаннi цiєї задачi був використаний
новий метод, заснований на поданнi нових функцiй, якi є сумою похiдних
перемiщень [6]. Цей метод було успiшно застосовано до розв’язання задачi
Лемба [7]. Також за допомогою цього методу знаходили розв’язок для одно-
рiдних та неоднорiдних задач теорiї пружностi для напiвкiнцевого шару [6].
Розробкою методiв для задач теорiї пружностi для рiзних об’єктiв, зокрема
для чвертi простору, також займався А. М. Александров в [14]. Загальний
розв’язок для проблеми пружного контактного простору з чвертю було
представлено в [16]. Динамiчнi напруження в пружному напiвпросторi були
проаналiзованi в [18]. Проблема площинного контакту на тиск штампа з
прямокутною основою на шорсткий пружний напiвпростiр розглядалася в
[17].

На основi результатiв [5, 7], а також методу подання рiвнянь руху в
термiнах двох спiльно та одного самостiйно розв’язуваних рiвнянь, запропо-
нованого в [6], метою цiєї роботи є отримати точнi формули перемiщень,
якi з’являються в чвертi простору та шару, коли динамiчне стискаюче
навантаження дiє на одну з його граней.



4

У роботi розглядається задача для шару. Результати спираються на
метод запропонований i реалiзований у задачi для чвертi у бакалаврськiй
роботi, де було знайдено перемiщення 𝑊. У роботi була розглянута динамi-
чна задача теорiї пружностi для чверть простору, та знайдено перемiщення.
У першому роздiлi магiстерської роботи знайдено усi перемiщення для ди-
намiчної задачi теорiї пружностi для шару, та у другому буде знайдено ще
два перемiщення для чверть простору. Обидва об’єкти мають практичне
значення як моделi при побудовi перемiщень та напружень у конструюваннi
об’єктiв iнфраструктури.

У другому роздiлi знайдено перемiщення 𝑈, 𝑉 пружного чвертьпро-
стору, коли одну границю жорстко закрiплено, а на iншiй по прямокутнiй
дiлянцi дiє нестацiонарне нормальне стискаюче навантаження в початковий
момент часу. Iнтегральнi перетворення Лапласа та Фур’є застосовано послi-
довно до рiвнянь руху та до граничних умов, на вiдмiну традицiйним пiдхо-
дам, коли iнтегральнi перетворення застосовуються до подання розв’язкiв
через гармонiчнi функцiї. Це приводить до одновимiрної векторної однорi-
дної крайової задачi вiдносно невiдомих трансформант перемiщень. Задачу
розв’язано за допомогою матричного диференцiального числення. Поле
вихiдних перемiщень знайдено пiсля застосування обернених iнтегральних
перетворень. Для випадку стацiонарних коливань вказано спосiб обчислення
у розв’язку квадратур у ближнiй зонi навантаження. Для аналiзу коливань
у вiддаленiй зонi побудовано асимптотичнi формули. Дослiджено амплiтуду
вертикальних коливань в залежностi вiд форми дiлянки навантаження,
власних частот коливань та матерiалу середовища.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

1.1 Постановка задач.

Розглянемо пружний шар 𝑥 > 0, −∞ < 𝑦 <∞, 0 < 𝑧 < ℎ. У момент
часу 𝑡 = 0 динамiчне нормальне навантаження 𝜎𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|𝑧=ℎ , що дiє на
границi шару 𝑧 = ℎ по прямокутнiй зонi 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐴, −𝐵 ≤ 𝑦 ≤ 𝐵. Дотичне
напруження на площинi 𝑧 = ℎ дорiвнює нулю. На границi 𝑥 = 0 задано умо-
ви гладкого контакту. Границя 𝑧 = 0 жорстко закрiплена. Потрiбно знайти
нестацiонарнi перемiщення точок шару 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

за нульових початкових умов. З постановки маємо такi крайовi умови

𝜎𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) = −𝑝(𝑥, 𝑦)𝑃 (𝑡), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐴; −𝐵 ≤ 𝑦 ≤ 𝐵

𝜎𝑧(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0

𝜏𝑧𝑥(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0, 𝜏𝑧𝑦(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0

𝑈(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
𝜕𝑉 (0, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑊 (0, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0

(1.1)

Рiвняння руху у векторнiй формi мають вигляд [7]

∆(𝑢, 𝑣, 𝑤) +
2

𝜅− 1

(︂
𝜕Θ

𝜕𝑥
,
𝜕Θ

𝜕𝑦
,
𝜕Θ

𝜕𝑧

)︂
=
𝜌

𝐺

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2

)︂
(1.2)

Де ∆ — оператор Лапласа, 𝜅— коефiцiєнт Мусхелiшвiлi, 𝜅 = 3 − 4𝜇, 𝜇—
коефiцiєнт Пуассона, Θ = 𝜕𝑢

𝜕𝑥 + 𝜕𝑣
𝜕𝑦 + 𝜕𝑤

𝜕𝑧 — об’ємне розширення, 𝜌— щiльнiсть
матерiалу середовища, 𝐺— модуль зсуву.

Для отримання розв’язку поставленої задачi необхiдно отримати
розв’язок вiд зосередженої в довiльнiй точцi межi 𝑧 = ℎ динамiчної сили, а
потiм розподiлити її по необхiднiй дiлянцi:

𝑝(𝑥,𝑦) = −𝑃 (𝑡)𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏)
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Введемо новi функцiї [6]

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) +

𝜕

𝜕𝑦
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

̃︀𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝜕

𝜕𝑦
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

(1.3)

Тодi система рiвнянь руху (1.2) i граничнi умови (1.1) враховуючи новi
функцiї перепишуть у виглядi:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∆𝑊 +
2

𝜅− 1

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑍 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧

)︂
=
𝜌

𝐺

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2

∆𝑍 +
2

𝜅− 1
∇𝑥𝑦

(︂
𝑍 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧

)︂
=
𝜌

𝐺

𝜕2𝑍

𝜕𝑡2

(1.4)

∆ ̃︀𝑍 =
𝜕2 ̃︀𝑍
𝜕𝑡2

(1.5)

(3 − 𝜅)𝑍(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) + (1 + 𝜅)
𝜕

𝜕𝑧
𝑊 (𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) = −𝜅− 1

𝐺
𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏)𝑃 (𝑡)

∇𝑥𝑦𝑊 (𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) +
𝜕

𝜕𝑧
𝑍(𝑥, 𝑦, ℎ, 𝑡) = 0

𝜕

𝜕𝑧
𝑍(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = ̃︀𝑍(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0

𝜕

𝜕𝑧
𝑍(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0

𝜕

𝜕𝑥
𝑍(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑥
𝑊 (0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑍(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0

(1.6)
де ∇𝑥𝑦 = 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2

Вихiдна початкова крайова задача набуває вигляду (1.4)-(1.6) при
початкових умовах[︁

𝑊,𝑍, ̃︀𝑍]︁ ⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0
𝜕

𝜕𝑡

[︁
𝑊,𝑍, ̃︀𝑍]︁ ⃒⃒⃒

𝑡=0
= 0 (1.7)

Пiсля знаходження невiдомих функцiй 𝑊,𝑍, ̃︀𝑍 для вiдшукання перемiщень
𝑢 i 𝑣 слiд розв’язати рiвняння Пуассона

∇𝑥𝑦𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥
𝑍 − 𝜕

𝜕𝑦
̃︀𝑍, ∇𝑥𝑦𝑣 =

𝜕

𝜕𝑦
𝑍 +

𝜕

𝜕𝑥
̃︀𝑍 (1.8)
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1.2 Зведення до векторної одновимiрної
задачi

Застосуємо послiдовно до (1.4), (1.5) перетворення cos-Фур’є за змiн-
ною 𝑥, повне перетворення Фур’є по змiннiй 𝑦 i перетворення Лапласа за
змiнною 𝑡 з параметрами 𝛼, 𝛽 i 𝑝 вiдповiдно.⎡⎢⎣𝑊𝛼𝛽𝑝(𝑧)

𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧)

⎤⎥⎦ =

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

∞∫︁
0

⎡⎢⎣𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

⎤⎥⎦ 𝑒𝑖𝛽𝑦 cos𝛼𝑥 𝑒−𝑝𝑡 𝑑𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑡 (1.9)

Введемо параметр 𝑁 2 = 𝛼2 + 𝛽2.

Вважаємо також, що додатково виконуються такi умови [5]

𝑍𝛽(0,𝑧, 𝑡) = 0, ̃︀𝑍𝛽(0,𝑧, 𝑡) = 0 (1.10)

Функцiя ̃︀𝑍𝛼𝛽(𝑧) задовольняє однорiднiй задачi

̃︀𝑍 ′′
𝛼𝛽𝑝(𝑧) − (𝑁 2 + 𝑝2) ̃︀𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 <∞, ̃︀𝑍 ′

𝛼𝛽𝑝(0) = 0 (1.11)

i тому ̃︀𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ≡ 0.

Перейдемо до усталенних коливаннь пiдставляючи до системи рiвн-
нянь та крайових умов 𝑝 = 𝑖𝜔. Введемо величини 𝑘21 = 𝜔2𝜌

𝐺 , 𝑘22 = (𝜅−1)
𝜅+1

𝜔2𝜌
𝐺 —

хвильовi числа.

Система рiвнянь (1.4) та граничнi умови (1.6) приймають вигляд⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑊 ′′

𝛼𝛽(𝑧) +
2

𝜅+ 1
𝑍 ′
𝛼𝛽(𝑧) −𝑁 2𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑊𝛼𝛽(𝑧) + 𝑘22𝑊𝛼𝛽 = 0

𝑍 ′′
𝛼𝛽(𝑧) − 2

𝜅− 1
𝑁 2𝑊 ′

𝛼𝛽(𝑧) −𝑁 2𝜅+ 1

𝜅− 1
𝑍𝛼𝛽(𝑧) + 𝑘21𝑍𝛼𝛽(𝑧) = 0

(1.12)
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−𝑁 2𝑊𝛼𝛽(ℎ) + 𝑍 ′
𝛼𝛽(ℎ) = 0

(3 − 𝜅)𝑍𝛼𝛽(ℎ) +𝑊 ′
𝛼𝛽(ℎ) = −𝜅− 1

𝐺
· cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝑏𝛽 · 𝑃

𝜕

𝜕𝑧
𝑍(𝑥, 𝑦, 0; 𝑘1) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 0; 𝑘1) = 0

𝑁 2 = 𝛼2 + 𝛽2;

(1.13)

Для зведення задач (1.12) (1.13) до векторної одномiрної, вводиться невiдо-
мий вектор трансформант перемiщень

y⃗(𝑧) =

⎛⎜⎝𝑊𝛼𝛽(𝑧)

𝑍𝛼𝛽(𝑧)

⎞⎟⎠
а також матрицi

I =

⎛⎜⎝1 0

0 1

⎞⎟⎠ , Q =

⎛⎜⎝ 0 2
𝜅+1

−2𝑁2

𝜅−1 0

⎞⎟⎠ , P =

⎛⎜⎝𝜅−1
𝜅+1 0

0 𝜅−1
𝜅+1

⎞⎟⎠ , T =

⎛⎜⎝𝑘22 0

0 𝑘21

⎞⎟⎠
Отже, система (1.12) набуває форми

L2y⃗(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ (1.14)

де диференцiальний оператор 𝐿2 має вигляд

L2y⃗(𝑧) = Iy⃗′′(𝑧) + Qy⃗′(𝑧) −𝑁 2Py⃗(𝑧) + Ty⃗(𝑧)

Рiшення векторного рiвняння (1.2) будується на основi рiшення матричного
рiвняння L2 [Y(𝑧)] = 0. Пiдстановка Y(𝑧) = 𝑒𝑁𝑧I зроблена для формування
характеристичної матрицi M(𝑠) = I𝑠2 + Q𝑠−𝑁 2P + T. Обернена матриця
має вигляд

M−1(s) =
1∏︀4

𝑖=1(𝑠− 𝑠𝑖)

⎛⎜⎝𝑠2 −𝑁 2𝜅+1
𝜅−1 + 𝑘12 − 2𝑠

𝜅+1

2𝑠
𝜅−1𝑁

2 𝑠2 −𝑁 2𝜅−1
𝜅+1 + 𝑘22

⎞⎟⎠
𝑠1 =

√︁
𝑁 2 − 𝑘22, 𝑠2 = −

√︁
𝑁 2 − 𝑘22, 𝑠3 =

√︁
𝑁 2 − 𝑘21, 𝑠4 = −

√︁
𝑁 2 − 𝑘21
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Тут 𝑠𝑖 (𝑖 = 1, 4) - це коренi характеристичного рiвняння det[M(𝑠)] = 0.

Розв’язок матричного рiвняння будується за формулою [8]

Y−(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∮︁
𝐶

𝑒𝑠𝑧M−1(𝑠)𝑑𝑠

де 𝐶 – це замкнутий контур, що охоплює всi нулi визначника матрицi M(𝑠).

Залишки на полюсах 𝑠1 i 𝑠3 дають зростаючий рiзв’язок, який має вигляд.

Y+(𝑧) = − 1

2𝑘21
𝑒Δ1𝑧

(︂
− (𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1) Δ1

)︂
− 1

2𝑘21
𝑒Δ2𝑧

(︂
(𝜅+1)
(𝜅−1)Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)𝑁

2 −𝑁2

Δ2

)︂
(1.15)

Залишки на полюсах 𝑠2 i 𝑠4 дають розв’язок, якiй спадає. Пiсля обчислення
спадне рiшення отримує форму

Y−(𝑧) = − 1

2𝑘21
𝑒−Δ1𝑧

(︂
(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1) −Δ1

)︂
− 1

2𝑘21
𝑒−Δ2𝑧

(︂
− (𝜅+1)

(𝜅−1)Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)𝑁

2 𝑁2

Δ2

)︂
(1.16)

де ∆1 =
√︀
𝑁 2 + 𝑘21, ∆2 =

√︀
𝑁 2 + 𝑘22

Розв’язок векторного рiвняння (1.2) будується у виглядi

y⃗(𝑧) = Ψ0Θ0 + Ψ1Θ1

де Ψ𝑖, 𝑖 = 0, 1 - фундаментальнi базиснi матрицi розв’язкiв, Θ𝑖, 𝑖 = 0, 1 -
правi частини крайових умов.

Фундаментальнi базиснi матрицi побудуємо через фундаментальну
систему розв’язкiв однорiдного диференцiйного рiвняння , використовуючи
формули Ψ𝑖 = Y−(𝑧)𝐶0

𝑖 + Y+(𝑧)𝐶1
𝑖 , 𝑖 = 0, 1. 𝐶0,1

𝑖 , - це матрицi невiдомих
постiйних. Невiдомi постiйнi знайдемо з спiввiдношеннь задовольнивши
крайовим умовам U𝑖[Ψ] = 𝛿𝑖𝑗I 𝑖,𝑗 = 0,1

𝐶1
1 = (U1[Y+(𝑧)] −U1[Y−(𝑧)] · (U0[Y−(𝑧)])−1 ·U0[Y−(𝑧)])−1

𝐶0
1 = −(U0[Y−(𝑧)])−1 ·U0[Y+(𝑧)] · 𝐶1

1
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Введемо матрицi

I =

⎛⎜⎝1 0

0 1

⎞⎟⎠ , A =

⎛⎜⎝−𝑁 2 0

0 (3 − 𝜅)

⎞⎟⎠ , B =

⎛⎜⎝ 0 1

(1 + 𝜅) 0

⎞⎟⎠

Θ0 = (0, 0)𝑇

Θ1 = (0,−𝑃 (𝜅− 1)

𝐺
cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝑏𝛽)𝑇

Крайовi функцiонали мають вигляд

U0[Y(𝑧)] = Iy(z)

U1[Y(𝑧)] = Ay(z) + By′(z)

U0[Y+(𝑧)] = − 1

2𝑘21

(︂
𝑒Δ1𝑧

(︂
− (𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1) Δ1

)︂
+ 𝑒Δ2𝑧

(︂
(𝜅+1)
(𝜅−1)Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)𝑁

2 −𝑁2

Δ2

)︂)︂
(1.17)

U0[Y−(𝑧)] = − 1

2𝑘21

(︂
𝑒Δ1𝑧

(︂
(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1) −Δ1

)︂
+ 𝑒Δ2𝑧

(︂
− (𝜅+1)

(𝜅−1)Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)𝑁

2 𝑁2

Δ2

)︂)︂
(1.18)

U1[Y+(𝑧)] = − 1

2𝑘21

⎛⎜⎝ 𝜅+1
𝜅−1𝑁

2
(︁(︁

𝑁2

Δ1
+ ∆1

)︁
𝑒Δ1ℎ − 2∆2𝑒

Δ2ℎ
)︁

(𝜅+ 1)
(︀
−2𝑁 2𝑒Δ1ℎ +

(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ2ℎ

)︀
(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ1ℎ − 2𝑁 2𝑒Δ2ℎ

(𝜅− 1)
(︁
−2∆1𝑒

Δ1ℎ + 1
Δ2

(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ2ℎ

)︁
⎞⎟⎠

(1.19)
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U1[Y−(𝑧)] = − 1

2𝑘21

⎛⎜⎝ 𝜅+1
𝜅−1𝑁

2
(︁

2∆2𝑒
Δ2ℎ −

(︁
𝑁2

Δ1
+ ∆1

)︁
𝑒Δ1ℎ

)︁
(𝜅+ 1)

(︀
−2𝑁 2𝑒Δ1ℎ +

(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ2ℎ

)︀
(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ1ℎ − 2𝑁 2𝑒Δ2ℎ

(𝜅− 1)
(︁

2∆1𝑒
Δ1ℎ − 1

Δ2

(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
𝑒Δ2ℎ

)︁
⎞⎟⎠

(1.20)

Враховуючи, що U0[Y−(𝑧)]−1U0[Y+(𝑧)] = −I отримуємо, що 𝐶1
1 = 𝐶0

1

U1[Y−(𝑧)] + U1[Y−(𝑧)] =

= − 1

2𝑘21

⎛⎜⎝ 𝜅+1
𝜅−1𝑁

2
(︁(︁

𝑁2

Δ1
+ ∆1

)︁
sinh ∆1ℎ− 2∆2 sinh ∆2ℎ

)︁
(𝜅+ 1)

(︀
−2𝑁 2 cosh ∆1ℎ+

(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
cosh ∆2ℎ

)︀
(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
cosh ∆1ℎ− 2𝑁 2 cosh ∆2ℎ

(𝜅− 1)
(︁

1
Δ2

(︀
2𝑁 2 − 𝑘21

)︀
sinh ∆2ℎ− 2∆1 sinh ∆1ℎ

)︁
⎞⎟⎠

(1.21)

Так як Θ0 = (0, 0)𝑇 то Ψ0 нас нецiкавить. Знайдемо Ψ1

Ψ1 = − 1

2𝑘21

⎛⎜⎝𝜅+1
𝜅−1

(︁
∆2 sinh ∆2𝑧 − 𝑁2

Δ1
sinh ∆1𝑧

)︁
𝜅+1
𝜅−1𝑁

2 (cosh ∆1𝑧 − cosh ∆2𝑧)

cosh ∆2𝑧 − cosh ∆1𝑧

∆1 sinh ∆1𝑧 − 𝑁2

Δ2
sinh ∆2𝑧

⎞⎟⎠ · 𝐶1
1

(1.22)
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Пiсля спрощення, були знайденi вирази для трансформантiв

𝑊𝛼𝛽𝑝(𝑧) = −cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝑏𝛽

𝐺
· 𝑃∆2̃︀∆ [︀(︀

∆1∆2 sinh ∆2𝑧 −𝑁 2 sinh ∆1𝑧
)︀
×

×
(︀
2𝑁 2 cosh ∆2ℎ− (2𝑁 2 − 𝑘21) cosh ∆1ℎ

)︀
+

+𝑁 2 (cosh ∆2𝑧 − cosh ∆1𝑧)×
×
(︀
(2𝑁 2 − 𝑘21) sinh ∆1ℎ− 2∆1∆2 sinh ∆2ℎ

)︀]︀
𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) = −cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝑏𝛽

𝐺
· 𝑃𝑝

𝑁 2̃︀∆ [∆1∆2 (cosh ∆1𝑧 − cosh ∆2𝑧)×

×
(︀
2𝑁 2 cosh ∆2ℎ− (2𝑁 2 − 𝑘21) cosh ∆1ℎ

)︀
+

+
(︀
∆1∆2 sinh ∆1𝑧 −𝑁 2 sinh ∆2𝑧

)︀
×

×
(︀
(2𝑁 2 − 𝑘21) sinh ∆1ℎ− 2∆1∆2 sinh ∆2ℎ

)︀]︀

(1.23)

̃︀∆ = 4𝑁 2∆1∆2(2𝑁
2 − 𝑘21) − (8𝑁 4 − 4𝑁 2𝑘21 + 𝑘41)∆1∆2 cosh ∆1𝑘 cosh ∆2𝑘+

+𝑁 2(8𝑁 4 − 4𝑁 2𝑘21
3𝜅+ 1

𝜅+ 1
+ 𝑘41

5𝜅− 3

𝜅+ 1
) sinh ∆1𝑘 sinh ∆2𝑘 (1.24)

На основi формул (1.8), (1.11), знайденi трансформанти решти пере-
мiщень

𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) =
𝛼

𝑁 2
𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧), 𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧) =

𝑖𝛽

𝑁 2
𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) (1.25)

Таким чином, було отримано точне рiшення поставленої векторної задачi
(1.12) (1.13) у просторi трансформант.

1.3 Побудова оригiналiв розв’язкiв.

Введемо функцiї залежнi вiд 𝑁

𝐹𝑊 (𝑁, 𝑧) =
[︀(︀

∆1∆2 sinh ∆2𝑧 −𝑁 2 sinh ∆1𝑧
)︀
×

×
(︀
2𝑁 2 cosh ∆2ℎ− (2𝑁 2 − 𝑘21) cosh ∆1ℎ

)︀
+

+𝑁 2 (cosh ∆2𝑧 − cosh ∆1𝑧)×
×
(︀
(2𝑁 2 − 𝑘21) sinh ∆1ℎ− 2∆1∆2 sinh ∆2ℎ

)︀]︀
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𝐹𝑍(𝑁, 𝑧) = [∆1∆2 (cosh ∆1𝑧 − cosh ∆2𝑧)×
×
(︀
2𝑁 2 cosh ∆2ℎ− (2𝑁 2 − 𝑘21) cosh ∆1ℎ

)︀
+

+
(︀
∆1∆2 sinh ∆1𝑧 −𝑁 2 sinh ∆2𝑧

)︀
×

×
(︀
(2𝑁 2 − 𝑘21) sinh ∆1ℎ− 2∆1∆2 sinh ∆2ℎ

)︀]︀
Пiсля застосування обернених iнтегральних перетворень до розв’язку (1.23)
було отримано вихiднi перемiщення

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) = − 1

𝐺𝜋2

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

∆2̃︀∆ 𝑃𝐹𝑊 (𝑁, 𝑧) cos𝛼𝑎 𝑒𝑖𝛽(𝑦−𝑏) cos𝛼𝑥 𝑑𝛽 𝑑𝛼

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) = − 1

𝐺𝜋2
𝜕

𝜕𝑦

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

∆2̃︀∆ 𝑃 · 𝐹𝑍(𝑁, 𝑧) cos𝛼𝑎 𝑒𝑖𝛽(𝑦−𝑏) cos𝛼𝑥 𝑑𝛽 𝑑𝛼

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) = − 1

𝐺𝜋2
𝜕

𝜕𝑥

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

∆2̃︀∆ 𝑃 · 𝐹𝑍(𝑁, 𝑧) cos𝛼𝑎 𝑒𝑖𝛽(𝑦−𝑏) cos𝛼𝑥 𝑑𝛽 𝑑𝛼

Використовуючи парнiсть iнтегралу та застосовуючи формулу Ейлера,
перемiщення переписуються у формi

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) =
1

2𝐺𝜋2

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑃
∆2̃︀∆ 𝐹𝑊 (𝑁, 𝑧)𝑑𝛽 𝑑𝛼

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) =
1

2𝐺𝜋2
𝜕

𝜕𝑦

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑃
∆2̃︀∆ 𝐹𝑍(𝑁, 𝑧)𝑑𝛽 𝑑𝛼

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) =
1

2𝐺𝜋2
𝜕

𝜕𝑥

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑃
∆2̃︀∆ 𝐹𝑍(𝑁, 𝑧)𝑑𝛽 𝑑𝛼
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Для того, щоб позбутися подвiйного iнтегралу за параметрами перетворень
Фур’є, було використано вiдношення, що з’єднує перетворення Фур’є i
Ганкеля [10]

1

4𝜋

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝐹

(︂√︁
𝛼2 + 𝛽2 + 𝜒2

𝑖

)︂
𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽 =

∞∫︁
0

𝑠𝐹 (
√︁
𝑠2 + 𝜒2

𝑖 )×

× 𝐽0(𝑠
√︀
𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑠

де 𝐽0(𝑠) - функцiя Бесселя, 𝜒1 = 𝑘1, 𝜒2 = 𝑘2. Пiсля спрощення формула
перемiщення приймає форму

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) = − 1

𝜋𝐺

∞∫︁
0

𝑃
𝐹𝑊 (𝑠, 𝑧)

∆𝑠
· 𝑠

[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)
]︁
𝑑𝑠

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) = − 1

𝜋𝐺

𝜕

𝜕𝑦

∞∫︁
0

𝑃
𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

∆𝑠
· 𝑠

[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)
]︁
𝑑𝑠

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) = − 1

𝜋𝐺

𝜕

𝜕𝑥

∞∫︁
0

𝑃
𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

∆𝑠
· 𝑠

[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)
]︁
𝑑𝑠

𝐹𝑊 (𝑠, 𝑧) =
[︀(︀

∆1∆2 sinh ∆2𝑧 − 𝑠2 sinh ∆1𝑧
)︀
×

×
(︀
2𝑠2 cosh ∆2ℎ− (2𝑠2 − 𝑘21) cosh ∆1ℎ

)︀
+

+ 𝑠2 (cosh ∆2𝑧 − cosh ∆1𝑧)
(︀
(2𝑠2 − 𝑘21) sinh ∆1ℎ− 2∆1∆2 sinh ∆2ℎ

)︀]︀
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𝐹𝑍(𝑠, 𝑧) = [∆1∆2 (cosh ∆1𝑧 − cosh ∆2𝑧) ×
×

(︀
2𝑠2 cosh ∆2ℎ− (2𝑠2 − 𝑘21) cosh ∆1ℎ

)︀
+

+
(︀
∆1∆2 sinh ∆1𝑧 − 𝑠2 sinh ∆2𝑧

)︀ (︀
(2𝑠2 − 𝑘21) sinh ∆1ℎ− 2∆1∆2 sinh ∆2ℎ

)︀]︀

̃︀∆𝑠 = 4𝑠2∆1∆2(2𝑠
2 − 𝑘21) − (8𝑠4 − 4𝑠2𝑘21 + 𝑘41)∆1∆2 cosh ∆1ℎ cosh ∆2ℎ+

+ 𝑠2(8𝑠4 − 4𝑠2𝑘21
3𝜅+ 1

𝜅+ 1
+ 𝑘41

5𝜅− 3

𝜅+ 1
) sinh ∆1ℎ sinh ∆2ℎ

Використовуючи парнiсть функцiї Бесселя 𝐽0(𝑠), продовжимо iнтегрува-
ння непарним чином до iнтервалу (−∞, 0), знайдемо перемiщення вiд
розподiленого по прямокутнiй площi навантаження

𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) =
1

𝜋𝐺

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

∞∫︁
−∞

𝑃
𝐹𝑊 (𝑠, 𝑧)

∆𝑠
· 𝑠

[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2
]︁
𝑑𝑠 𝑑𝑎 𝑑𝑏 (1.26)

𝑉 𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) =
1

𝜋𝐺

𝜕

𝜕𝑦

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

∞∫︁
−∞

𝑃
𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

∆𝑠
·𝑠
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2
]︁
𝑑𝑠 𝑑𝑎 𝑑𝑏 (1.27)

𝑈𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) =
1

𝜋𝐺

𝜕

𝜕𝑥

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

∞∫︁
−∞

𝑃
𝐹𝑍(𝑠, 𝑧)

∆𝑠
·𝑠
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)+

+𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2
]︁
𝑑𝑠 𝑑𝑎 𝑑𝑏 (1.28)
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1.4 Перетворення iнтеграла 𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦).

За схемою [7] розглянемо iнтеграл 𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦). Використаймо iнтеграль-
не подання для функцiї Бесселя [11]

𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥∓ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2) =
2

𝜋

𝜋
2∫︁

0

cos [𝑠(𝑥∓ 𝑎) cos𝜓] · cos [𝑠(𝑦 − 𝑏) sin𝜓] 𝑑𝜓

Сумма функцiй Бесселя для перемiщення 𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) :

𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥∓ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2) =
−2

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

cos 𝑠𝑎𝜏𝑘 cos 𝑠𝑥𝜏𝑘 cos 𝑠(𝑦 − 𝑏)𝜏𝑘

для перемiщення 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) :

𝜕

𝜕𝑦
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥∓ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2) =

=
−2𝑠

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

cos 𝑠𝑥
√︁

1 − 𝜏 2𝑘 cos 𝑠𝑎
√

1 − 𝜏𝑘 : 2 cos 𝑠(𝑦 − 𝑏)𝜏𝑘𝜏𝑘

для перемiщення 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) :

𝜕

𝜕𝑥
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥∓ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2) =

=
−2𝑠

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

cos 𝑠(𝑦 − 𝑏)
√︁

1 − 𝜏 2𝑘 sin 𝑠𝑎𝜏𝑘 cos 𝑠𝑎𝜏𝑘𝜏𝑘

для перемiщення 𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) :

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥∓ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)𝑑𝑎 𝑑𝑏 =

=
4

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

cos 𝑠𝑥
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 sin 𝑠𝐴
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 cos 𝑠𝑦𝜏𝑘 sin 𝑠𝐵𝑡𝑎𝑢𝑘

𝑠2𝜏𝑘
√

1 − 𝜏𝑘
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для перемiщення 𝑉 𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) :

𝜕

𝜕𝑦

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥∓ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)𝑑𝑎 𝑑𝑏 =

=
−4

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

cos 𝑠𝑥
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 sin 𝑠𝐴
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 sin 𝑠𝑦𝜏𝑘 sin 𝑠𝐵𝑡𝑎𝑢𝑘

𝑠
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

для перемiщення 𝑈𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑘1) :

𝜕

𝜕𝑥

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥∓ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)𝑑𝑎 𝑑𝑏 =

=
−4

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

sin 𝑠𝑥𝜏𝑘 sin 𝑠𝐴𝜏𝑘 cos 𝑠𝑦
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 sin 𝑠𝐵𝑡𝑎𝑢𝑘

𝑠
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

де

𝜏𝑘 = cos

(︂
2𝑘 − 1

2𝑁
𝜋

)︂
нулi полiнома Чебишова 1-го роду.
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РОЗДIЛ 2

ДИНАМIЧНА ЗАДАЧА ТЕОРIЇ ПРУЖНОСТI ДЛЯ

ЧВЕРТЬ ПРОСТОРУ

2.1 Постановка задачi.

Розглянемо пружний чверть простiр 𝑥 > 0, − ∞ < 𝑦 < ∞, 0 <

𝑧 < ∞, . У момент часу 𝑡 = 0 динамiчне нормальне навантаження
𝜎𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|𝑧=0 = −𝑝(𝑥, 𝑦)𝑃 (𝑡) задано на межi 𝑧 = 0 по прямокутнiй зонi
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐴, −𝐵 ≤ 𝑦 ≤ 𝐵. Дотичне напруження у всiй площинi 𝑋𝑂𝑌
дорiвнює нулю. Грань 𝑥 = 0 жорстко закрiплена. Потрiбно знайти нестацiо-
нарнi змiщення точок чвертi простору 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

при нульових початкових умовах. Постановка призводить до наступних
крайових умов

𝜎𝑧(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = −𝑝(𝑥, 𝑦)𝑃 (𝑡), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐴; −𝐵 ≤ 𝑦 ≤ 𝐵

𝜎𝑧(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0, 𝑥 > 𝐴; |𝑦| > 𝐵

𝜏𝑧𝑥(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0, 𝜏𝑧𝑦(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0

𝑢(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0

(2.1)

Рiвняння руху у векторнiй формi мають вигляд [7]

∆(𝑢, 𝑣, 𝑤) +
2

𝜅− 1

(︂
𝜕Θ

𝜕𝑥
,
𝜕Θ

𝜕𝑦
,
𝜕Θ

𝜕𝑧

)︂
=
𝜌

𝐺

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
,
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2

)︂
(2.2)

Де ∆ — оператор Лапласа, 𝜅 = 3 − 4𝜇, 𝜇— коефiцiєнт Пуассона, Θ =
𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑣

𝜕𝑦 + 𝜕𝑤
𝜕𝑧 — об’ємне розширення, 𝜌— щiльнiсть матерiалу середовища,

𝐺— модуль зсуву; 𝜌
𝐺 = 1

𝑐2 , 𝑐— швидкiсть поширення хвилi.

Для отримання розв’язку поставленої задачi необхiдно отримати
розв’язок вiд зосередженої в довiльнiй точцi межi 𝑧 = 0 динамiчної си-
ли, а потiм розподiлити її по необхiднiй дiлянцi:

𝑝(𝑥,𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏)
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Перейдемо до безрозмiрної системи координат

�̃� =
𝑥

𝑎
, 𝑦 =

(𝑦 − 𝑏)

𝑎
, 𝑧 =

𝑧

𝑎
, 𝑡 =

(︂
1

𝑐2

)︂
𝑡 (2.3)

Далi ”хвилi” опускаємо, маючи на увазi замiну (2.3) i введемо новi функцiї
[6]

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) +

𝜕

𝜕𝑦
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

̃︀𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝜕

𝜕𝑦
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

(2.4)

Тодi система рiвнянь руху (2.2) i граничнi умови (2.1) враховуючи новi
функцiї перепишуть у виглядi:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∆𝑊 +
2

𝜅− 1

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑍 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧

)︂
=
𝜕2𝑊

𝜕𝑡2

∆𝑍 +
2

𝜅− 1
∇𝑥𝑦

(︂
𝑍 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧

)︂
=
𝜕2𝑍

𝜕𝑡2

(2.5)

∆ ̃︀𝑍 =
𝜕2 ̃︀𝑍
𝜕𝑡2

(2.6)

𝜇𝑍(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) + (1 − 𝜇)
𝜕

𝜕𝑧
𝑊 (𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = −𝜅− 1

4𝐺𝑎
𝛿(𝑥− 1)𝛿(𝑦)𝑃 (𝑡)

∇𝑥𝑦𝑊 (𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) +
𝜕

𝜕𝑧
𝑍(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0

𝜕

𝜕𝑧
𝑍(𝑥, 𝑦, 0, 𝑡) = 0

𝑢(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0

(2.7)

де ∇𝑥𝑦 = 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2

Вихiдна початкова крайова задача набуває вигляду (2.5)-(2.7) при
початкових умовах[︁

𝑊,𝑍, ̃︀𝑍]︁ ⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0
𝜕

𝜕𝑡

[︁
𝑊,𝑍, ̃︀𝑍]︁ ⃒⃒⃒

𝑡=0
= 0 (2.8)

Пiсля знаходження невiдомих функцiй 𝑊,𝑍, ̃︀𝑍 для вiдшукання перемiщень
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𝑢 i 𝑣 слiд розв’язати рiвняння Пуассона

∇𝑥𝑦𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥
𝑍 − 𝜕

𝜕𝑦
̃︀𝑍, ∇𝑥𝑦𝑣 =

𝜕

𝜕𝑦
𝑍 +

𝜕

𝜕𝑥
̃︀𝑍 (2.9)

2.2 Зведення до векторної одновимiрної
задачi

Застосуємо послiдовно до (2.5), (2.6) перетворення sin-Фур’є за змiн-
ною 𝑥, повне перетворення Фур’є по змiннiй 𝑦 i перетворення Лапласа за
змiнною 𝑡 з параметрами 𝛼, 𝛽 i 𝑝 вiдповiдно.⎡⎢⎣𝑊𝛼𝛽𝑝(𝑧)

𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧)

⎤⎥⎦ =

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

∞∫︁
0

⎡⎢⎣𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

⎤⎥⎦ 𝑒𝑖𝛽𝑦 sin𝛼𝑥 𝑒−𝑝𝑡 𝑑𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑡 (2.10)

Вважаємо також, що додатково виконуються такi умови [5]

𝑍𝛽(0,𝑧) = 0, ̃︀𝑍𝛽(0,𝑧) = 0 (2.11)

Функцiя ̃︀𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) задовольняє однорiднiй задачi

̃︀𝑍 ′′
𝛼𝛽𝑝(𝑧) − (𝑁 2 + 𝑝2) ̃︀𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 <∞, ̃︀𝑍 ′

𝛼𝛽𝑝(0) = 0 (2.12)

i тому ̃︀𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ≡ 0. Система рiвнянь (2.5) та граничнi умови (2.7) при-
ймають вигляд⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑊 ′′
𝛼𝛽𝑝(𝑧) +

2

𝜅+ 1
𝑍 ′
𝛼𝛽𝑝(𝑧) −𝑁 2𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑊𝛼𝛽𝑝(𝑧) − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2𝑊𝛼𝛽𝑝 = 0

𝑍 ′′
𝛼𝛽𝑝(𝑧) − 2

𝜅− 1
𝑁 2𝑊 ′

𝛼𝛽𝑝(𝑧) −𝑁 2𝜅+ 1

𝜅− 1
𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) − 𝑝2𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) = 0

(2.13)



21

−𝑁 2𝑊𝛼𝛽𝑝(0) + 𝑍 ′
𝛼𝛽𝑝 = 0

(3 − 𝜅)𝜇𝑍𝛼𝛽𝑝(0) + (1 − 𝜇)𝑊 ′
𝛼𝛽𝑝(0) = −𝜅− 1

4𝐺𝑎
· sin𝛼 · 𝑃𝑝

𝑃𝑝 =

∞∫︁
0

𝑃 (𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡; 𝑁 2 = 𝛼2 + 𝛽2;

(2.14)

Для подання системи (2.13) у векторнiй формi вводиться невiдомий вектор
трансформант перемiщень

y⃗(𝑧) =

⎛⎜⎝𝑊𝛼𝛽𝑝(𝑧)

𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧)

⎞⎟⎠
а також матрицi

I =

⎛⎜⎝1 0

0 1

⎞⎟⎠ , Q =

⎛⎜⎝ 0 1
𝜅+1

−𝑁2

𝜅−1 0

⎞⎟⎠ , P =

⎛⎜⎝𝜅−1
𝜅+1 0

0 𝜅−1
𝜅+1

⎞⎟⎠ , T =

⎛⎜⎝𝜅−1
𝜅+1 0

0 1

⎞⎟⎠
Отже, система (2.13) набуває форми

L2y⃗(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 <∞ (2.15)

де диференцiальний оператор 𝐿2 має вигляд

L2y⃗(𝑧) = Iy⃗′′(𝑧) + 2Qy⃗′(𝑧) −𝑁 2Py⃗(𝑧) − 𝑝2Ty⃗(𝑧)

Рiшення векторного рiвняння (2.15) будується на основi рiшення матричного
рiвняння L2 [Y(𝑧)] = 0. Пiдстановка Y(𝑧) = 𝑒𝑁𝑧I зроблена для формування
характеристичної матрицi M(𝑠) = I𝑠2 + 2Q𝑠𝑁 2P− 𝑝2T. Обернена матриця
має вигляд

M−1(s) =
1∏︀4

𝑖=1(𝑠− 𝑠𝑖)

⎛⎜⎝𝑠2 − 𝜅+1
𝜅−1𝑁

2 − 𝑝2 − 2𝑠
𝜅+1

2𝑠
𝜅−1𝑁

2 𝑠2 −𝑁 2𝜅−1
𝜅+1 − 𝑝2𝜅−1

𝜅+1

⎞⎟⎠

𝑠1 = −
√︂
𝑁 2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2, 𝑠2 = −

√︀
𝑁 2 + 𝑝2, 𝑠3 =

√︂
𝑁 2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2, 𝑠4 =

√︀
𝑁 2 + 𝑝2
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Тут 𝑠𝑖 (𝑖 = 1, 4) - це коренi характеристичного рiвняння det[M(𝑠)] = 0.

Розв’язок матричного рiвняння будується за формулою [8]

Y−(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∮︁
𝐶

𝑒𝑠𝑧M−1(𝑠)𝑑𝑠

де 𝐶 – це замкнутий контур, що охоплює всi нулi визначника матрицi M(𝑠).

Залишки на полюсах 𝑠3 i 𝑠4 дають зростаючий рiзв’язок на нескiнченностi
i тому вiдкидаються. Залишки на полюсах 𝑠1 i 𝑠2 дають розв’язок, якiй
спадає на нескiнченностi. Пiсля обчислення спадне рiшення отримує форму

Y−(𝑧) =
1

2𝑝2
𝑒−Δ1𝑧

(︂
(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1)Δ1
−1

(𝜅+1)𝑁2

(𝜅−1) −Δ1

)︂
+

1

2𝑝2
𝑒−Δ2𝑧

(︂
− (𝜅+1)

(𝜅−1)Δ2 1

− (𝜅+1)
(𝜅−1)𝑁

2 𝑁2

Δ2

)︂
(2.16)

де ∆1 =
√︀
𝑁 2 + 𝑝2, ∆2 =

√︁
𝑁 2 + 𝑝2(𝜅−1)

(𝜅+1)

Розв’язок векторного рiвняння (2.15) будується у виглядi

y⃗(𝑧) = Y−(𝑧) ·

⎛⎜⎝𝐶0

𝐶1

⎞⎟⎠
де константи 𝐶𝑖, 𝑖 = 0, 1 знаходять, задовольняючи граничнi умови (2.14).
Таким чином, отримана система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩

𝜅+1
𝜅−1

2𝑁2

Δ1

[︁
∆1∆2 −𝑁 2 − 𝑝2

2

]︁
𝐶0 + 𝑝2𝐶1 = 0

𝑝2𝐶0 + 2𝜅−1
𝜅+1

1
Δ2

[︁
∆1∆2 −𝑁 2 − 𝑝2

2

]︁
𝐶1 = −𝜅−1

𝜅+1
2𝑝2

𝐺𝑎 sin𝛼 · 𝑃𝑝

пiсля її розв’язання були знайденi вирази для трансформантiв

𝑊𝛼𝛽𝑝(𝑧) =
sin𝛼

𝐺𝑎
· 𝑃𝑝

∆2̃︀∆ [︀
−2𝑁 2𝑒−Δ1𝑧 + (2𝑁 2 + 𝑝2)𝑒−Δ2𝑧

]︀
𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) =

sin𝛼

𝐺𝑎
· 𝑃𝑝

𝑁 2̃︀∆ [︀
−2∆1∆2𝑒

−Δ1𝑧 + (2𝑁 2 + 𝑝2)𝑒−Δ2𝑧
]︀ (2.17)

̃︀∆ = 4𝑁 4 + 4𝑁 2𝑝2 + 𝑝4 − 4𝑁 2∆1∆2 (2.18)

На основi формул (2.9), (2.12), знайденi трансформанти решти пере-
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мiщень

𝑢𝛼𝛽𝑝(𝑧) = − 𝛼

𝑁 2
𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧), 𝑣𝛼𝛽𝑝(𝑧) =

𝑖𝛽

𝑁 2
𝑍𝛼𝛽𝑝(𝑧) (2.19)

Таким чином, було отримано точне рiшення поставленої векторної задачi
(2.13) (2.14) у просторi трансформант.

2.3 Побудова оригiналiв розв’язкiв.

Пiсля застосування обернених iнтегральних перетворень до розв’язку
(2.17) було отримано вихiдне вертикальне перемiщення

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

2𝜋2
1

𝐺𝑎

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑙

∞∫︁
−∞

∞∫︁
0

∆2̃︀∆ 𝑃𝑝
[︀
−2𝑁 2𝑒−Δ1𝑧+

+(2𝑁 2 + 𝑝2)𝑒−Δ2𝑧
]︀

sin𝛼 𝑒𝑖𝛽𝑦 sin𝛼𝑥 𝑒𝑝𝑡𝑑𝑝 𝑑𝛽 𝑑𝛼

𝑙 = (𝜆− 𝑖∞, 𝜆+ 𝑖∞)

Використовуючи парнiсть iнтегралу та застосовуючи формулу Ейлера,
перемiщення переписується у форму

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

4𝜋2
1

𝐺𝑎

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑙

𝑃𝑝

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

∆2̃︀∆ [︀
−2𝑁 2𝑒−Δ1·𝑧+

+(2𝑁 2 + 𝑝2)𝑒−Δ2·𝑧
]︀
𝑒𝑖𝛽𝑦

[︁
𝑒−𝑖(𝑥−1)𝛼 − 𝑒−𝑖(𝑥+1)𝛼

]︁
𝑒𝑝𝑡𝑑𝑝 𝑑𝛽 𝑑𝛼

Для того, щоб позбутися подвiйного iнтегралу за параметрами перетворень
Фур’є, було використано вiдношення, що з’єднує перетворення Фур’є i
Ганкеля [10]

1

4𝜋

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝐹

(︂√︁
𝛼2 + 𝛽2 + 𝜒2

𝑖

)︂
𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽 =

∞∫︁
0

𝑠𝐹 (
√︁
𝑠2 + 𝜒2

𝑖 )×

× 𝐽0(𝑠
√︀
𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑠

де 𝐽0(𝑠) - функцiя Бесселя, 𝜒1 = 𝑝, 𝜒2 =
√︁

𝜅−1
𝜅+1𝑝. Пiсля спрощення формула
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перемiщення приймає форму

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

𝜋𝐺𝑎

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑙

𝑃𝑝

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠)

∆𝑠
· 𝑠

[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 1)2 + 𝑦2)−

−𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 1)2 + 𝑦2)
]︁
𝑒𝑝𝑡𝑑𝑠 𝑑𝑝

𝐹 (𝑠) =

√︂
𝑠2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2 ·

[︁
−4𝑠2𝑒−

√
𝑠2+𝑝2 + (2𝑠2 + 𝑝2)𝑒−

√
𝑠2+𝜅−1

𝜅+1𝑝
2
]︁

∆𝑠 = 4𝑠4 + 4𝑠2𝑝2 + 𝑝4 − 4𝑠2
√︀
𝑠2 + 𝑝2

√︂
𝑠2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2

Використовуючи парнiсть функцiї Бесселя 𝐽0(𝑠), продовжимо iнтегрування
непарним чином до iнтервалу (−∞, 0)

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

𝜋𝐺𝑎

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑙

𝑃𝑝

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑠)

∆𝑠
· 𝑠

[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 1)2 + 𝑦2)−

−𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 1)2 + 𝑦2
]︁
𝑒𝑝𝑡𝑑𝑠 𝑑𝑝

Вiдповiдно до отриманого розв’язку можна знайти перемiщення вiд розпо-
дiленого по прямокутнiй площi навантаження

𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

𝜋𝐺𝑎

1

2𝜋𝑖

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

∫︁
𝑙

𝑃𝑝

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑠)

∆𝑠
·𝑠
[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)−

−𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2
]︁
𝑒𝑝𝑡𝑑𝑠 𝑑𝑝 𝑑𝑎 𝑑𝑏 (2.20)

Формула була записана у вихiднiй системi координат.

2.4 Випадок усталених коливань.

Припустимо, що навантаження, прикладене до площi 0 < 𝑥 < 𝐴; −𝐵 <

𝑦 < 𝐵 над площиною 𝑋𝑂𝑌 змiнюється вiдповiдно до гармонiчного закону
𝑃 (𝑡) = 𝑒𝑖𝜔𝑡 i 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑃, де 𝑃 — постiйна iнтенсивнiсть навантаження, 𝜔—
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це природна частота коливань. У цьому випадку, пiдставляючи до побудо-
ваного розв’язку (2.20) 𝑝 = 𝑖𝜔, перемiщення записується у виглядi

𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝜔) =
𝑃

𝜋𝐺𝑎

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

∞∫︁
−∞

𝐹 (𝑠;𝜔)

∆𝑠𝜔
· 𝑠

[︁
𝐽0(𝑠

√︀
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)−

−𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2)
]︁
𝑑𝑠 𝑑𝑎 𝑑𝑏 (2.21)

𝐹 (𝑠;𝜔) = 𝛿2
[︀
−2𝑠2𝑒−𝛿1𝑧 + (2𝑠2 − 𝜔2)𝑒−𝛿2𝑧

]︀
∆𝑠𝜔 = 4𝑠4 − 4𝑠2𝜔2 + 𝜔4 − 4𝑠2𝛿1𝛿2 = (2𝑠2 − 𝜔2)2 − 4𝑠2𝛿1𝛿2. (2.22)

𝛿1 =
√︀
𝑠2 − 𝜔2, 𝛿2 =

√︁
𝑠2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2 (2.23)

Оскiльки вираз (2.23) включає багатозначнi функцiї [2], вони повиннi бути
виправленi. А пiсля зрiзiв, використовуючи методи iнтегрування контуру,
обчислюється перемiщення. Необхiдно, щоб iз завантаженого прямокутника
на гранi чвертi простору, де застосовується навантаження, енергiя виноси-
лася до нескiнченностi кожним iз двох типiв можливих хвиль. Цi вимоги
дозволяють виправити багатозначнi функцiї

√
𝑠2 − 𝜔2 и

√︁
𝑠2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2 [2, 7]

when |𝑠| > 𝜔; |𝑠| > 𝜅−1
𝜅+1𝜔 : 𝛿1 =

√︀
𝑠2 − 𝜔2; 𝛿2 =

√︁
𝑠2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2

when |𝑠| < 𝜔; |𝑠| < 𝜅−1
𝜅+1𝜔 : 𝛿1 = −𝑖

√︀
𝜔2 − 𝑠2; 𝛿2 = −𝑖

√︁
𝜅−1
𝜅+1𝜔

2 − 𝑠2
(2.24)

Було введено загасання в середовище. Потiк енергiї повинен бути спрямова-
ний убiк вiд мiсця, де прикладено навантаження. Корiнь рiвняння (2.22),
[2], - це число 𝑠 = ±𝑘𝑅 — число хвилi, пов’язане зi швидкiстю поширення
хвилi Релея. Знаменник має iнших коренiв для такої фiксацiї 𝛿1 i 𝛿2 немає.
Об’їжджаючи точки гiлки у вiдповiдних циклах, вибираючи 𝛿1 i 𝛿2 на вiд-
повiдних дiлянках циклу, щоб вiдповiдати вимогам (2.24). Також, беручи
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до уваги залишок у коренi Релея, отримується рiшення для площини 𝑧 = 0

𝐺

𝑃
𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 0;𝜔) = −

2𝑖𝜔2
√︁
𝑘2𝑅 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2

𝐹 ′(𝑘𝑅)
𝐽𝐴,𝐵𝑘𝑅,1

(𝑥, 𝑦)+

+
2𝑖

𝜋
𝜔2

√
𝜅−1
𝜅+1𝜔∫︁
0

𝑠
√︁

𝜅−1
𝜅+1𝜔

2 − 𝑠2

(2𝑠2 − 𝜔2)2 + 4𝑠2
√
𝜔2 − 𝑠2

√︁
𝜅−1
𝜅+1𝜔

2 − 𝑠2
𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑠+

+
8𝑖

𝜋
𝜔2

𝜔∫︁
√

𝜅−1
𝜅+1𝜔

𝑠2
(︀
𝑠2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2
)︀√

𝜔2 − 𝑠2

(2𝑠2 − 𝜔2)4 + 16𝑠4
(︀
𝑠2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2
)︀

(𝜔2 − 𝑠2)
𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 (2.25)

Де 𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦) =

𝐴∫︁
0

𝐵∫︁
−𝐵

[︂
𝐽0

(︂
𝑠

√︁
(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2

)︂
−

−𝐽0
(︂
𝑠

√︁
(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2

)︂]︂
𝑑𝑎 𝑑𝑏 (2.26)

𝐹 ′(𝑠) = 8𝑠
(︀
2𝑠2 − 𝜔2

)︀
− 4𝑠3

√
𝑠2 − 𝑤2√︁

𝑠2 − 𝜅−1
𝜅+1𝜔

2
− 12𝑠3 − 8𝑠𝜔√

𝑠2 − 𝜔2

𝑘𝑅 = 7−𝜅
6.84−1.12𝜅𝜔, де була використана приблизна формула з [2].

Далi формула (2.25) переписується з точки зору хвильових чисел

𝑘2 =
𝜔

𝑐2
, 𝑘1 =

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔 =

𝜔

𝑐1

𝑐1 - поздовжня швидкiсть хвилi; 𝑐2 - швидкiсть зсувної хвилi. Значення
iнтегралу в (2.21) 𝐹 (𝑠;𝜔)·𝑠

Δ𝑠𝜔
збiгається зi значенням у задачi Лемба [2]. Рiзниця

з роботою [7] полягає у виглядi функцiї 𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦). Таким чином, за припу-
щенням (2.11), що функцiї 𝑍𝛽(0, 𝑧) and 𝑍𝛽(0, 𝑧) дорiвнюють нулю, рiшення
виявилося практично iдентичним вирiшенню задачi Лемба.
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2.5 Змiщення для великих частот коливань.

Для великих значень частоти 𝜔, використовується асимптотичне по-
дання

(1 − 𝑥)
1
2 = 1 − 1

2
𝑥− 1

8
𝑥2 − 1

16
𝑥3 − 5

128
𝑥4 − . . . 𝑥2 ≤ 1

i на основi формул (2.21) – (2.23), була отримана розрахункова формула
перемiщення у виглядi

𝐺

𝑃
𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 0;𝜔) = − 𝑖

𝜋

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠;𝜔)𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑠, (2.27)

де 𝐹 (𝑠;𝜔) =

𝜔3𝑠− 1
2𝜅0𝜔𝑠

3 − 1
8𝜅

2
0
𝑠5

𝜔 − 1
16𝜅

3
0
𝑠7

𝜔3 − 5
128𝜅

4
0
𝑠9

𝜔5

4𝑠4
(︀√

𝜅0 − 𝜅
𝜅−1

)︀
+ 𝜔4

√
𝜅0 + 4𝑠2𝜔2

(︀√
𝜅0 − 1

)︀
− 4𝑠2

{︀
𝑠4

𝜔2𝜅1 + 𝑠6

𝜔4𝜅2 + 𝑠8

𝜔6𝜅3
}︀

𝜅0 =
𝜅+ 1

𝜅− 1
, 𝜅1 =

1

8
𝜅20 +

1

4
𝜅0, 𝜅2 =

1

16
𝜅20 +

1

16
𝜅0, 𝜅3 =

1

64
𝜅20 +

1

32
𝜅0

2.6 Перетворення iнтеграла 𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦).

За схемою [7] розглянемо iнтеграл 𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦). Використання iнтеграль-
ного подання для функцiї Бесселя [11]

𝐽0(𝑠
√︀

(𝑥∓ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2) =
2

𝜋

𝜋
2∫︁

0

cos [𝑠(𝑥∓ 𝑎) cos𝜓] · cos [𝑠(𝑦 − 𝑏) sin𝜓] 𝑑𝜓

який слiд пiдставити у формулу (2.26). Пiсля змiни порядку iнтегрування та
обчислення iнтегралiв, як повторюється, процедура була детально описана
в [1], формула (2.26) була переписана у форму

𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦) =
8𝐴𝐵

𝜋

𝜋
2∫︁

0

𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜓) sin [𝑠𝑥 cos𝜓] · cos [𝑠𝑦 sin𝜓] 𝑑𝜓, (2.28)
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де 𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜓) =
sin [𝑠𝐵 sin𝜓]

𝑠𝐵 sin𝜓
· 1 − cos [𝑠𝐴 cos𝜓]

𝑠𝐴 cos𝜓

функцiя 𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜓) нескiнченно диференцiйована щодо 𝜓, а також парна, отже,
шлях iнтеграцiї можна прийняти рiвним [−𝜋/2, 𝜋/2] . Подальша замiна
змiнних sin𝜓 = 𝜏 дозволяє переписати (2.28) як

𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦) =
4𝐴𝐵

𝜋

1∫︁
−1

𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏 (𝑥, 𝑦)

𝑑𝜏√
1 − 𝜏 2

, (2.29)

де 𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏 (𝑥, 𝑦) =

sin [𝑠𝐵𝜏 ]

𝑠𝐵𝜏
·

1 − cos
[︀
𝑠𝐴

√
1 − 𝜏 2

]︀
𝑠𝐴

√
1 − 𝜏 2

· sin
[︁
𝑠𝑥

√︀
1 − 𝜏 2

]︁
· cos [𝑠𝑦𝜏 ]

Для перемiщення 𝑉 𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝜔) потрiбно пiдставити:

𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏 (𝑥, 𝑦) =

sin [𝑠𝐵𝜏 ]

𝐵
·

1 − cos
[︀
𝑠𝐴

√
1 − 𝜏 2

]︀
𝑠𝐴

√
1 − 𝜏 2

· sin
[︁
𝑠𝑥

√︀
1 − 𝜏 2

]︁
· sin [𝑠𝑦𝜏 ]

Для перемiщення 𝑈𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝜔) потрiбно пiдставити:

𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏 (𝑥, 𝑦) =

sin [𝑠𝐵𝜏 ]

𝑠𝐵𝜏
·

1 − cos
[︀
𝑠𝐴

√
1 − 𝜏 2

]︀
𝐴

· cos
[︁
𝑠𝑥

√︀
1 − 𝜏 2

]︁
· cos [𝑠𝑦𝜏 ]

Квадратурна формула найвищого ступеня точностi [4] була застосована до
iнтеграла (2.29)

𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑥, 𝑦) =
4𝐴𝐵

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦) (2.30)

де 𝜏𝑖 = cos 2𝑖−1
2𝑁 𝜋, 𝑖 = 1, 𝑁 - нулi полiнома Чебишева 1-го роду.

𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦) =
sin [𝑠𝐵𝜏𝑖]

𝑠𝐵𝜏𝑖
·

1 − cos
[︁
𝑠𝐴

√︀
1 − 𝜏 2𝑖

]︁
𝑠𝐴

√︀
1 − 𝜏 2𝑖

· sin

[︂
𝑠𝑥

√︁
1 − 𝜏 2𝑖

]︂
· cos [𝑠𝑦𝜏𝑖]

(2.31)
Для перемiщення 𝑉 𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝜔) потрiбно пiдставити:

𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦) =
sin [𝑠𝐵𝜏𝑖]

𝐵
·

1 − cos
[︁
𝑠𝐴

√︀
1 − 𝜏 2𝑖

]︁
𝑠𝐴

√︀
1 − 𝜏 2𝑖

· sin

[︂
𝑠𝑥

√︁
1 − 𝜏 2𝑖

]︂
· sin [𝑠𝑦𝜏𝑖]



29

Для перемiщення 𝑈𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝜔) потрiбно пiдставити:

𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦) =
sin [𝑠𝐵𝜏𝑖]

𝑠𝐵𝜏𝑖
·

1 − cos
[︁
𝑠𝐴

√︀
1 − 𝜏 2𝑖

]︁
𝐴

· cos

[︂
𝑠𝑥

√︁
1 − 𝜏 2𝑖

]︂
· cos [𝑠𝑦𝜏𝑖]

Пiдставивши вирази у формулу перемiщення (2.25) та (2.27), буде побудова-
ний кiнцевий вираз для 𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝜔), 𝑉 𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝜔) або 𝑈𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝜔)

𝐺

𝑃
𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 0;𝜔) =

4𝐴𝐵

𝑁

⎡⎢⎣−2𝑖𝜔2
√︁
𝑘2𝑅 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2

𝐹 ′(𝑘𝑅)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐹𝐴,𝐵
𝑘𝑅,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦)+

+
2𝑖

𝜋
𝜔2

𝑁∑︁
𝑖=1

√
𝜅−1
𝜅+1𝜔∫︁
0

𝑠
√︁

𝜅−1
𝜅+1𝜔

2 − 𝑠2

(2𝑠2 − 𝜔2)2 + 4𝑠2
√
𝜔2 − 𝑠2

√︁
𝜅−1
𝜅+1𝜔

2 − 𝑠2
𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠+

+
8𝑖

𝜋
𝜔2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔∫︁
√

𝜅−1
𝜅+1𝜔

𝑠2
(︀
𝑠2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2
)︀√

𝜔2 − 𝑠2

(2𝑠2 − 𝜔2)4 + 16𝑠4
(︀
𝑠2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2
)︀

(𝜔2 − 𝑠2)
𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠

⎤⎥⎥⎦
(2.32)

де 𝐹 ′(𝑠) визначено в (2.26), а 𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦) - у (2.31). Для великих значень
частоти 𝜔 формула приймає вигляд

𝐺

𝑃
𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 0;𝜔) = −4𝐴𝐵𝑖

𝑁𝜋

𝑁∑︁
𝑖=1

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠;𝜔)𝐹𝐴,𝐵
𝑠,𝜏𝑖

(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠, (2.33)

де функцiя 𝐹 (𝑠;𝜔) визначена в (2.27)

Таким чином, формула була спрощена для обчислення одиничних iнте-
гралiв неперервних функцiй, що не представляє труднощiв, якщо цiкавлять
коливання в ближнiй зонi.

2.7 Вирази для змiщення у далекому полi.

Розрахунок iнтегралiв у (2.32), (2.33) для великих значень 𝑥 i 𝑦 важко
через наявнiсть коливальної функцiї в iнтегралi. Щоб усунути цю складнiсть
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для великих значень 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, бажано отримати асимптотичнi вирази

для аналiзу дальнього поля. В iнтегралi (2.28) змiна змiнних 𝑥 = 𝑟 cos𝜑, 𝑦 =

𝑟 sin𝜑, 𝜆 = 𝑡𝑟 зроблено

𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑟 cos𝜑, 𝑟 sin𝜑) =
4𝐴𝐵

𝜋
Im

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜋
2∫︁

0

𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜓)𝑒𝑖𝜆 cos(𝜑−𝜓)𝑑𝜓+

+

𝜋
2∫︁

0

𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜓)𝑒𝑖𝜆 cos(𝜑+𝜓)𝑑𝜓

⎫⎪⎬⎪⎭ 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋

2
(2.34)

Для аналiзу асимптотики був використаний метод стацiонарної фази [3, 7],
де роль функцiї для аналiзу асимптотики, 𝑓(𝜓) вiдiграє cos(𝜑∓𝜓), а функцiя
𝜑(𝜓) є нескiнченно диференцiйованою функцiєю 𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜓). Перший iнтеграл
має нерухому точку а другий, отже, не може нехтувати його внеском в
асимптотику (2.34). Перший iнтеграл у (2.34) може бути представлений як
сума

𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑟 cos𝜑, 𝑟 sin𝜑) =
4𝐴𝐵

𝜋
Im

⎛⎜⎝ 𝜑∫︁
0

+

𝜋
2∫︁

𝜑

⎞⎟⎠𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜓)𝑒𝑖𝜆 cos(𝜑−𝜓)𝑑𝜓.

де в першому iнтегралi нерухома точка знаходиться в кiнцi шляху iнтегру-
вання 𝑓 ′(𝜓) = 𝜕

𝜕𝜓 cos(𝜓 − 𝜑) = 0 для 𝜓 = 𝜑 та 𝑓 ′′(𝜓) = −1 < 0, a у другому
iнтегралi — на початку шляху iнтегрування. Пiсля застосування теорем 2
та 3 [3], формула (2.34) була переписана

𝐽𝐴,𝐵𝑠,1 (𝑟 cos𝜑, 𝑟 sin𝜑) =
2𝐴𝐵√
𝜋𝑠𝑟

[sin 𝑠𝑟 − cos 𝑠𝑟] · 𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜑) +𝑂

(︂
1

𝑟

)︂
0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋

2
(2.35)

𝑆𝐴,𝐵𝑠 (𝜑) =
sin [𝑠𝐵 sin𝜓]

𝑠𝐵 sin𝜓
· 1 − cos [𝑠𝐴 cos𝜓]

𝑠𝐴 cos𝜓

Пiдстановка (2.35) у формули (2.25) та (2.27) дає можливiсть визначити
перемiщення𝑊 (𝑥, 𝑦, 0;𝜔) у далеке поле 𝑟 → ∞.Оскiльки в роботi [2, 7] лише
член Релея вносить основний внесок в асимптотичну поведiнку перемiщення
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в дальньому полi, найвищi значення досягаються з кути 𝜑 = 0 та 𝜑 = 𝜋
2

𝐽𝐴,𝐵𝑘𝑅,1
(𝑟 cos𝜑, 𝑟 sin𝜑)

⃒⃒⃒
𝜑=0;𝜑=𝜋

2

=

√︂
𝜋

2𝑘𝑅
(sin 𝑘𝑅𝑟 − cos 𝑘𝑅𝑟)×

×
[︂
−cos 𝑘𝑅𝐴

𝑘𝑅𝐴
;

sin 𝑘𝑅𝐵

𝑘𝑅𝐵

]︂
+𝑂

(︂
1

𝑟

)︂
(2.36)

2.8 Результати чисельних розрахункiв.

Для числової реалiзацiї змiщення слiд помножити на 𝑒𝑖𝜔𝑡, а дiй-
сну або уявну частину слiд вiдокремити. Графiки наведенi для функцiї
𝐺
𝜌 Im𝑊𝐴𝐵(𝑥, 𝑦, 0;𝜔) з (2.32) для значень коефiцiєнта Пуассона 𝜇 = 1

3 та
𝜇 = 1

4 для частот 𝜔 = 0.3; 1; 3. Для великих значень частот була викори-
стана формула (2.33). Коди програм якi використовувались для побудови
графiкiв наведенi вiдповiдно у додатку A та додатку B для великих частот
власних коливань. Розглянуто три форми дiлянки розподiлу навантаження
по забою 𝑧 = 0

1) 𝐵 = 𝐴/2 - навантаження розподiляється по квадрату;
2) 𝐵 = 𝐴 - навантаження розподiляється по прямокутнику, витягнутому

вздовж осi 𝑂𝑦;
3) 𝐵 = 𝐴/4 - навантаження розподiляється по прямокутнику, витягнуто-

му вздовж осi 𝑂𝑥.

Для аналiзу вiддаленої зони 𝑟 → ∞, використовувались асимптотичнi
рiвностi (2.35), (2.36), замiненi на вирази перемiщення (2.25), (2.27). Код
програми за допомогою якої були побудованi графiки для вiддаленї зони
наведено у додатку С.

Порiвняння графiкiв вертикальних перемiщень для однiєї i тiєї ж
частоти 𝜔 = 0.3 та коефiцiєнта Пуассона 𝜇 = 1/3 при рiзних дiлянках
розподiлу навантаження (Рис. 2.15, Рис. 2.16, Рис. 2.17), видно, що ма-
ксимальнi абсолютнi значення, що дорiвнюють 2.5, досягнутi за формою
перерiзу 𝐵 = 𝐴, який вiдповiдає прямокутнику, витягнутому вздовж осi
y. У той же час перемiщення має максимальну амплiтуду, яка становить
приблизно 2 одиниць. У випадку, коли навантаження розподiляється по
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прямокутнику, витягнутому вздовж осi х, перемiщення має мiнiмальну
амплiтуду 0.6, а його максимальне перемiщення становить близько 0.7

одиниць.

У випадку, коли навантаження розподiляється по квадрату 𝐵 = 𝐴/2,
iз збiльшенням частоти коливань (Рис. 2.15, Рис. 2.18, Рис. 2.7), амплiтуда
перемiщення зростає. Крiм того, у випадку, коли частота коливань дорiвнює
3, спостерiгаються негативнi перемiщення, що означає пiдняття гранi чвертi
простору. Також зростання амплiтуди зi збiльшенням частоти видно з Рис.
2.16 та Рис. 2.19, що вiдповiдає випадку 𝐵 = 𝐴, коли амплiтуда збiльшилась
iз 2 одиницi (𝜔 = 0.3) до 4 одиниць (𝜔 = 1). Iснує також ефект пiдняття
краю чвертi простору через наявнiсть зон негативних амплiтуд (Рис. 2.19).

Порiвнюючи значення вертикальних перемiщень для рiзних значень
коефiцiєнта Пуассона (Рис. 2.19, Рис. 2.20), можна побачити, що поведiнка
графiкiв аналогiчно, але для значень 𝜇 = 1/3 амплiтуда коливань бiльше.

Графiки вертикальних перемiщень у вiддаленiй зонi прикладання
навантаження залежно вiд частоти коливань з коефiцiєнтом Пуассона,
рiвним 1/3, та перерiзу навантаження 𝐵 = 𝐴, представленi на Рис. 8.
Як вiдстань вiд дiлянки розподiлу навантаження збiльшується, коливання
занепадають. Подiбно до результатiв для зони ближнього навантаження,
максимальнi перемiщення вiдбуваються у разi форми дiлянки навантаження
𝐵 = 𝐴. Амплiтуда бiльша для великих значень частот коливань. При
зменшеннi частоти коливань амплiтуди практично дорiвнюють нулю.
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Рис. 2.1. 𝑊 : 𝐵 = 𝐴/2, 𝜔 =
0.3, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.2. 𝑊 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 0.3, 𝜇 =
1/3

Рис. 2.3. 𝑊 : 𝐵 = 𝐴/4, 𝜔 =
0.3, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.4. 𝑊 : 𝐵 = 𝐴/2, 𝜔 =
1, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.5. 𝑊 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 1, 𝜇 =
1/3

Рис. 2.6. 𝑊 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 1, 𝜇 =
1/4



34

Рис. 2.7. 𝑊 : 𝐵 = 𝐴/2, 𝜔 = 3, 𝜇 =
1/3

Рис. 2.8. 𝑊 : 𝐵 = 𝐴, 𝜇 = 1/3.
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Рис. 2.9. 𝑉 : 𝐵 = 𝐴/2, 𝜔 =
0.3, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.10. 𝑉 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 =
0.3, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.11. 𝑉 : 𝐵 = 𝐴/4, 𝜔 =
0.3, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.12. 𝑉 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 1, 𝜇 =
1/3

Рис. 2.13. 𝑉 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 =
0.7, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.14. 𝑉 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 1, 𝜇 =
1/4
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Рис. 2.15. 𝑈 : 𝐵 = 𝐴/2, 𝜔 =
0.3, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.16. 𝑈 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 =
0.3, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.17. 𝑈 : 𝐵 = 𝐴/4, 𝜔 =
0.3, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.18. 𝑈 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 1, 𝜇 =
1/3

Рис. 2.19. 𝑈 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 =
0.7, 𝜇 = 1/3

Рис. 2.20. 𝑈 : 𝐵 = 𝐴, 𝜔 = 1, 𝜇 =
1/4
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ВИСНОВКИ

Знайдено розв’язок динамiчної задачi теорiї пружностi для пiвнескi-
нечного шару, коли одна грань жорстко закрiплена, по торцю задано умови
гладкого контакту, а iнша знаходиться пiд впливом нормального динамi-
чного стискаючого навантаження, що застосовується в початковий момент
часу i розподiляється за прямокутним перерiзом. Застосування методу iнте-
грального перетворення безпосередньо до рiвнянь руху зводило початкову
задачу до одновимiрної векторної задачi. Остання була розв’язана за допо-
могою матричного диференцiального числення. Запропонований пiдхiд дає
можливiсть отримати точний розв’язок задачi в просторi перетворення.

Також побудувано та вивчено три перемiщення, що виникають в чвертi
простору. Використовуючи запропонований пiдхiд, розглядається подiбна
динамiчна задача для пружної плити, коли на усiх гранях встановлюються
рiзнi граничнi умови.
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