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ВСТУП

Вiсесиметричним задачам кручення складеного цилiндра присвячено
значне число робiт, що зумовлено їх широким застосуванням в iнженернiй
практицi. Традицiйний метод рiшення задач кручення - це зведення їх до
крайових задач вiдносно функцiї напруження або функцiї перемiщення.
Тож у цiй роботi ми використаємо саме зведення вiдносно функцiї перемi-
щення. Суть цього пiдхода в застосуваннi iнтегрального перетворення до
рiвняння Ламе та умовам спряженостi шарiв( в цiй задачi передбачається,
що мiж ними має мiсце iдеальний механiчний контакт). Мiж шарами ци-
лiндра знаходиться кругова трiщина. Наявнiсть дефектiв у виглядi трiщин
послаблює механiчнi характеристики складених цилiндрiв. За допомогою
iнтегрального перетворення Ханкеля задача зводиться до одномiрної розрив-
ної крайової задачi. Пiсля iї розв’язку отримаємо iнтегро-диференцiальне
рiвняння щодо стрибка перемiщення пiд час переходу через трiщину. Це
рiвняння розв’язується за допомогою метода ортогональних многочленiв.
Та наприкiнець отримаємо вирази для обчислення коефiцiєнта iнтенсивно-
стi напружень в околi трiщини. Цей пiдхiд дозволяє ефективно знаходити
перемiщення та напруження в кожному з шарiв.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

1.1. Постановка задачi

Розглядається пружний круговий цилiндр, займаючий в цилiндричнiй
системi координат

(𝑟, 𝜙, 𝑧)

область
0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅,−𝜋 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻.

Цилiндр складається з двох шарiв: перший з них розташований в областi

0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅,−𝜋 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑑

та його матерiал має модуль зсуву

𝐺1,

другий -
0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅,−𝜋 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋, 𝑑 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻

та його матерiал має модуль зсуву

𝐺2.

Мiж шарами виконуються умови iдеального механiчного контакту, що поля-
гає в рiвностi перемiщень i напружень обох шарiв в площинi їх сполучення

𝑧 = 𝑑.

Мiж шарами знаходиться кругова трiщина з радiусом

𝑎.
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Нижня основа цилiндра
𝑧 = 0

є нерухомо фiксованою, а верхня основа

𝑧 = 𝐻

вiльна вiд напружень. До бiчної поверхнi цилiндру

𝑟 = 𝑅

прикладене вiсесимитричне дотичне навантаження iнтенсивнiстю

𝑝(𝑧),

що викликає кручення цилiндра. Потрiбно визначити перемiщення та на-
пруження в обох шарах цилiндра. (Рис. 1.1)

Задача, що розглядається, є вiсесиметричною та всi величини не
залежать вiд кутової координати

𝜙.

Вiдмiнними вiд нуля будуть лише кутове перемiщення цилiндра

𝑢𝜙(𝑟,𝑧) = 𝑢(𝑟,𝑧)

та дотичне напруження в ньому

𝜏𝑧𝜙(𝑟,𝑧) = 𝐺
𝜕𝑢

𝜕𝑧

та
𝜏𝑟𝜙(𝑟,𝑧) = 𝐺(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑢);

В цих формулах будемо вважати, що

𝐺 = 𝐺1
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, якщо
𝑧 < 𝑑

та
𝐺 = 𝐺2,

якщо
𝑧 > 𝑑.

Перемiщення
𝑢(𝑟,𝑧)

зобов’язвне задовольняти рiвнянню Ламе

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) − 1

𝑟2
𝑢+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 < 𝑧 < 𝐻. (1.1)

Крайовi умови на нижнiй i верхнiй основах цилiндра будуть такими:

𝑢 |𝑧=0= 0; 𝜏𝑧𝜙 |𝑧=𝐻= 𝐺2
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝐻= 0,

звiдки
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝐻= 0. (1.2)

На боковiй поверхнi цилiндра крайовi умови мають вигляд:

𝜏𝑟𝜙(𝑟,𝑧) |𝑟=𝑅= 𝐺(
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑢) |𝑟=𝑅=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑝 (𝑧) , 𝑑 < 𝑧 < 𝐻

0, 0 < 𝑧 < 𝑑

(1.3)

Умови сполучення шарiв цилiндра будуть такими:

⟨𝑢⟩ = 𝑢(𝑟, 𝑑− 0) − 𝑢(𝑟,𝑑+ 0) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜒 (𝑟) , 0 ≤ 𝑟 < 𝑎

0, 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅,

де

𝜒 (𝑟) - невiдома функцiя, яка означає стрибок через береги трiщини,
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𝜒 (𝑎) = 0

та
𝜏𝑧𝜙(𝑟,𝑑− 0) = 𝜏𝑧𝜙(𝑟,𝑑+ 0),

тобто
𝐺1
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑−0= 𝐺2

𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑+0, 0 ≤ 𝑟 < 𝑎 (1.4)

Математичний вигляд задачi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟(𝑟

𝜕𝑢
𝜕𝑟 ) − 1

𝑟2𝑢+ 𝜕2𝑢
𝜕𝑧2 = 0, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 0 < 𝑧 < 𝐻

𝑢 |𝑧=0= 0, 𝜕𝑢
𝜕𝑧 |𝑧=𝐻= 0

𝜏𝑟𝜙(𝑟,𝑧) |𝑟=𝑅=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑝 (𝑧) , 𝑑 < 𝑧 < 𝐻

0, 0 < 𝑧 < 𝑑

𝑢(𝑟, 𝑑− 0) − 𝑢(𝑟,𝑑+ 0) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜒 (𝑟) , 0 ≤ 𝑟 < 𝑎

0, 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅,

𝜏𝑧𝜙(𝑟,𝑑− 0) = 𝜏𝑧𝜙(𝑟,𝑑+ 0)

(1.5)

Для зведення сформульованої задачi до одновимiрної скористуємося мето-
дом iнтегральних перетворень.

1.2. Зведення задачi до розривної
одновимiрної за допомогою iнтегрального
перетворення

Кiнцеве iнтегральне перетворення за змiнною

𝑟 :

𝑢𝑘(𝑧) =

∫︁ 𝑅

0

𝑢(𝑟,𝑧)𝐽1(𝜆𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟,

де 𝐽1(𝜆𝑘𝑟) функцiї Беселя, а 𝜆𝑘 знаходяться з рiвняння
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𝐽2(𝜆𝑘𝑅) = 0

Формула обернення має вигляд:

𝑢(𝑟,𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)
𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

‖𝐽1(𝜆𝑘𝑟)‖2
=

2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)
𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑟)

Детальнi викладки щодо iнтегрального перетворення та зведення задачi
знаходяться у Додатку 1.

Таким чином ми отримали одновимiрну розривну задачу⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢
′′

𝑘(𝑧) − 𝜆2𝑘𝑢𝑘(𝑧) = −𝑅
𝐺𝑝(𝑧)𝐽1(𝜆𝑘𝑅), 0 < 𝑧 < 𝐻, 𝑧 ̸= 𝑑

𝑢𝑘(0) = 0;𝑢𝑘
′(𝐻) = 0

⟨𝑢𝑘⟩ = 𝑢𝑘(𝑑− 0) − 𝑢𝑘(𝑑+ 0) = 𝜒𝑘,⟨︀
𝐺𝑢

′

𝑘

⟩︀
= 𝐺1𝑢𝑘

′(𝑑− 0) −𝐺2𝑢𝑘
′(𝑑+ 0) = 0

(1.6)

1.3. Розв’язок одновимiрної розривної задачi

Розв’язком розривної крайової задачi (1.6) буде функцiя

𝑢𝑘(𝑧) = −𝑅
𝐺
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

𝐺𝑘(𝑧,𝜉)𝑝(𝜉)𝑑𝜉 − 𝐴1𝐺𝑘(𝑧,𝑑) + 𝐴0
𝜕𝐺𝑘(𝑧,𝜉)

𝜕𝜉
|𝜉=𝑑 ,

де
𝐺𝑘(𝑧,𝜉)

функцiя Грiна крайової задачi (1.6), а

𝐴0 та 𝐴1

невiдомi досi постiйнi, рiвнi стрибкам функцiї

𝑢𝑘(𝑧)
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та її похiдної
𝑢𝑘

′(𝑧)

при переходi через точку
𝑧 = 𝑑.

Побудуємо функцiю Грiна за допомогою фундаментальної функцiї:

Φ(𝑧,𝜉) = − 1

2𝜆𝑘
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝜉|

𝐺(𝑧,𝜉) = Φ(𝑧,𝜉) − 𝜓0(𝑧)𝑈0 [Φ(𝑧,𝜉)] − 𝜓1(𝑧)𝑈1 [Φ(𝑧,𝜉)]

Оператори крайових умов:⎧⎪⎨⎪⎩𝑈1 [Φ] = 𝜕Φ
𝜕𝑧

⃒⃒
𝑧=𝐻

= 1
2𝑒

−𝜆𝑘(𝐻−𝜉)

𝑈2 [Φ] = Φ
⃒⃒
𝑧=0

= 1
2𝜆𝑘
𝑒−𝜆𝑘𝜉

Фундаментальна базова система рiшень має вигляд:⎧⎪⎨⎪⎩𝜓0 = 𝑐ℎ 𝜆𝑘(𝐻−𝑧)
𝑐ℎ 𝜆𝑘𝐻

𝜓1 = 𝑠ℎ 𝜆𝑘𝑧
𝜆𝑘𝑐ℎ 𝜆𝑘𝐻

Тодi функцiя Грiна буде дорiвнювати:

𝐺𝑘(𝑧,𝜉) = − 1

2𝜆𝑘
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝜉| +

1

2𝜆𝑘

𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝜉 − 1

2𝜆𝑘

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝜉)

В цiй задачi
𝐴0 = ⟨𝑢𝑘⟩ = 𝜒𝑘

𝐴1 = ⟨𝑢𝑘′⟩ ,

яке знайдемо з умови ⟨
𝐺𝑢

′

𝑘

⟩
= 0

𝑢𝑘(𝑧) = −𝑅
𝐺
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

𝐺𝑘(𝑧,𝜉)𝑝(𝜉)𝑑𝜉+
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+𝐴1
1

2𝜆𝑘

[︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
+

+𝐴0
1

2

[︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) · 𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
𝑢′𝑘(𝑧) = −𝑅

𝐺
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

[︂
1

2
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝜉| · 𝑠𝑔𝑛 (𝑧 − 𝜉) − 1

2

𝑠ℎ𝜆𝑘 (𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝜉−

−1

2

𝑐ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝜉)

]︂
· 𝑝(𝜉)𝑑𝜉 + 𝐴1 ·

1

2

[︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑)+

+
𝑠ℎ𝜆𝑘 (𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑐ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
+

+
𝜆𝑘
2
𝜒𝑘

[︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +

𝑠ℎ𝜆𝑘 (𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂

⟨𝐺𝑢′𝑘⟩ = 𝐺1𝑢
′
𝑘 (𝑑− 0) −𝐺2𝑢

′
𝑘 (𝑑+ 0) =

=
𝑅𝐺1

2𝐺2
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

[︂
−𝑒−𝜆𝑘|𝑑−𝜉| − 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝜉 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝜉)

]︂
𝑝(𝜉)𝑑𝜉+

+
𝐴1

2
𝐺1

[︂
1 +

𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
𝑝(𝜉)𝑑𝜉+

+
𝜒𝑘

2
𝐺1𝜆𝑘

[︂
1 +

𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
𝑝(𝜉)𝑑𝜉+

+
𝑅

2
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

[︂
−𝑒−𝜆𝑘|𝑑−𝜉| − 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝜉 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝜉)

]︂
𝑝(𝜉)𝑑𝜉−

−𝐴1

2
𝐺2

[︂
1 +

𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
−

−𝜆𝑘
2
𝐺2𝜒𝑘

[︂
1 +

𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
= 0.

Позначимо

𝑄𝑘 =

(︂
1 − 𝐺2

𝐺1

)︂
𝑅𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

𝑝(𝜉)·

·
[︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑑−𝜉| − 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝜉 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝜉)

]︂
𝑑𝜉



12

Звiдси:

𝐴1

[︂
− (𝐺1 +𝐺2) + (𝐺1 −𝐺2)

(︂
𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︂]︂
=

= 𝑄𝑘 − (𝐺1 −𝐺2)

[︂
1 +

𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
𝜆𝑘𝜒𝑘

Позначимо

∆𝑘 = − (𝐺1 +𝐺2) + (𝐺1 −𝐺2)

(︂
𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︂
Тодi

𝐴1 =
𝑄𝑘

∆𝑘
− (𝐺1 −𝐺2)𝜆𝑘

∆𝑘
𝜒𝑘

[︂
1 +

𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂

Таким чином знайдено
𝑢𝑘(𝑧) :

𝑢𝑘(𝑧) = −𝑅
𝐺
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

𝐺𝑘(𝑧,𝜉)𝑝(𝜉)𝑑𝜉−

− (𝐺1 −𝐺2)
𝜒𝑘

2∆𝑘

[︂
1 +

𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
·

·
[︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
+

+
𝑄𝑘

2𝜆𝑘∆𝑘

[︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
−

−𝜒𝑘

2

[︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) · 𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
Позначимо

𝐹𝑘(𝑧) = −𝑅
𝐺
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

𝐺𝑘(𝑧,𝜉)𝑝(𝜉)𝑑𝜉+

+
𝑄𝑘

2𝜆𝑘∆𝑘

[︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
,

залежить вiд прикладеного навантаження.

𝑢𝑘(𝑧) = 𝐹𝑘(𝑧)−𝜒𝑘

2

[︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧−𝑑)·𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|−𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑+

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)+
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+
𝐺1 −𝐺2

∆𝑘

(︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)+

+
𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|−𝜆𝑘𝑑 − 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑) · 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−2𝜆𝑘𝑑+

+
𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑) · 𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)+

+
𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑 · 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑 · 𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︂]︂
Треба обернути iнтегральне перетворення та пiдставити 𝑢(𝑟,𝑧) в умову

в умову вiдсутностi навантажень на берегах трiщини 𝑧 = 𝑑± 0. Але в це

рiвняння буде входити похiдна
𝜕𝑢

𝜕𝑧
та вiдповiдна частина ряду буде

розбiжною. Тому слабозбiжну частину треба видiлити до диференцiювання.
Розглянемо:

𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑) =

𝑒𝜆𝑘(𝐻−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑧)

𝑒𝜆𝑘𝐻 + 𝑒−𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑+

𝑒𝜆𝑘𝑧 − 𝑒−𝜆𝑘𝑧

𝑒𝜆𝑘𝐻 + 𝑒−𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑) = домножимо чисельник i знаменник на 𝑒−𝜆𝑘𝐻

𝑒−𝜆𝑘𝑧 − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑧)

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(𝐻+𝑧)

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑) =

=
1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︁
𝑒−𝜆𝑘(𝑧+𝑑) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)

]︁
спадає експоненцiйно при всiх 𝑧 вiд 0 до 𝐻.

∆𝑘 = − (𝐺1 +𝐺2) + (𝐺1 −𝐺2)

[︂
𝑒𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑+

+
𝑒−𝜆𝑘𝑑−𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘𝑑−𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
=

= − (𝐺1 +𝐺2) +
𝐺1 −𝐺2

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︁
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 − 𝑒−2𝜆𝑘𝐻 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑) + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

]︁
=

= − (𝐺1 +𝐺2)+
𝐺1 −𝐺2

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︁
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︁
→ − (𝐺1 +𝐺2) при 𝜆𝑘 → +∞

−𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)+
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+
𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|−𝜆𝑘𝑑 − 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑) · 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−2𝜆𝑘𝑑+

+
𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑) · 𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)+

+
𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑 · 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑 · 𝑠ℎ𝜆𝑘𝑧

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑) =

= −𝑒
𝜆𝑘(𝐻−𝑧)−𝜆𝑘𝐻 + 𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑧)−𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 +

𝑒−𝜆𝑘𝑧−𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘𝑧−𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)+

+
𝑒𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|−𝜆𝑘𝑑−

−𝑒
𝜆𝑘𝑑−𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘𝑑−𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)−

−𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑+𝐻 − 𝑧) + 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑−𝐻 + 𝑧)

2𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−2𝜆𝑘𝑑+

𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑+ 𝑧) − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑− 𝑧)

2𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝐻+

+
𝑐ℎ𝜆𝑘(𝑑+𝐻 − 𝑧) − 𝑐ℎ𝜆𝑘(𝑑−𝐻 + 𝑧)

2𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝐻−

−𝑠ℎ𝜆𝑘(𝑧 + 𝑑) + 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝑧 − 𝑑)

2𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻
𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑) =

= −𝑒
𝜆𝑘(𝑧+𝑑)−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑧)−𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
+
𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
+

+
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 − 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| − 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑) − 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|−

−𝑒
𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧)−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧)−2𝜆𝑘𝐻 + 𝑒𝜆𝑘(𝑧−𝑑)−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘(𝑧−𝑑)−2𝜆𝑘𝐻

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2 𝑒−2𝜆𝑘𝑑+

+
𝑒𝜆𝑘(𝐻−𝑑+𝑧)−2𝜆𝑘𝐻 + 𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑+𝑧)−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒𝜆𝑘(𝐻−𝑑−𝑧)−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑−𝑧)−2𝜆𝑘𝐻

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2 𝑒−𝜆𝑘𝐻+

+
𝑒𝜆𝑘(𝐻+𝑑−𝑧)−2𝜆𝑘𝐻 + 𝑒−𝜆𝑘(𝐻+𝑑−𝑧)−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒𝜆𝑘(𝑑+𝑧−𝐻)−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘(𝑑+𝑧−𝐻)−2𝜆𝑘𝐻

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2 𝑒−𝜆𝑘𝐻−

−𝑒
𝜆𝑘(𝑧+𝑑)−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘(𝑧+𝑑)−2𝜆𝑘𝐻 + 𝑒𝜆𝑘(𝑧−𝑑)−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−𝜆𝑘(𝑧−𝑑)−2𝜆𝑘𝐻

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑) =

=
1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︂
− 𝑒−𝜆𝑘(𝑧+𝑑) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)+
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+
(︁
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 − 𝑒−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑) − 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

)︁
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

]︂
+

+
1

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2

[︂
− 𝑒−𝜆𝑘(𝑧+3𝑑) + 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻+𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+3𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑+𝑧)+

+𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑+𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑+𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑−𝑧)+

+𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻+𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑+𝑧)−

−𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−3𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑+𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−3𝑑+𝑧)

]︂
→ 0,

при 𝜆𝑘 → ∞

Позначимо

𝑀𝑘(𝑧) =
1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︁
𝑒−𝜆𝑘(𝑧+𝑑) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)

]︁
𝑁𝑘(𝑧) =

1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︂
−𝑒−𝜆𝑘(𝑧+𝑑)−𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) +𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧)−𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)+

+
(︁
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 − 2𝑒−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︁
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

]︂
+

+
1

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2

[︂
− 𝑒−𝜆𝑘(𝑧+3𝑑) + 2𝑒−𝜆𝑘(4𝐻+𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+3𝑑−𝑧)+

+𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑+𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑+𝑧) + 2𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)−

−𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−3𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−3𝑑+𝑧)

]︂
𝑢𝑘(𝑧) = 𝐹𝑘(𝑧)−𝜒𝑘

2

[︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) · 𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +𝑀𝑘(𝑧) +

𝐺1 −𝐺2

∆𝑘

(︂
𝑒−𝜆𝑘(𝑧−𝑑) +𝑁𝑘(𝑧)

)︂]︂
При цьому 𝑀𝑘(𝑧) та 𝑁𝑘(𝑧) спадають експоненцiйно при 𝜆𝑘 → ∞ при всiх 𝑧,

тобто вони дадуть добре збiжний ряд, який можно диференцiювати. Пере-
творимо

𝐺1 −𝐺2

∆𝑘
=

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2) + 𝐺1−𝐺2

1+𝑒−2𝜆𝑘𝐻

(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀ =

=
𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
+

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2) + 𝐺1−𝐺2

1+𝑒−2𝜆𝑘𝐻

(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀− 𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
=
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= − (𝐺1 +𝐺2)
𝐺1 −𝐺2 − (𝐺1 +𝐺2) − 𝐺1−𝐺2

1+𝑒−2𝜆𝑘𝐻

(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀
− (𝐺1 +𝐺2)

[︁
𝐺1 +𝐺2 + 𝐺1−𝐺2

1+𝑒−2𝜆𝑘𝐻

(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀]︁+

+
𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
=

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
+

+
(𝐺1 −𝐺2)

2 (︀𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)
)︀

(𝐺1 +𝐺2) (1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
[︁
𝐺1 +𝐺2 + 𝐺1−𝐺2

1+𝑒−2𝜆𝑘𝐻

(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀]︁ =

=
𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
+

(𝐺1 −𝐺2)
2 (︀𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀
(𝐺1 +𝐺2)

2 (1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻) + (𝐺2
1 −𝐺2

2)
(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀
(𝐺1 −𝐺2)

2 (︀𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)
)︀

(𝐺1 +𝐺2)
2 (1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻) + (𝐺2

1 −𝐺2
2)
(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀ → 0,

при 𝜆𝑘 → ∞

Позначимо

𝐾𝑘(𝑧) =
(𝐺1 −𝐺2)

2 (︀𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)
)︀
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

(𝐺1 +𝐺2)
2 (1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻) + (𝐺2

1 −𝐺2
2)
(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀+

+𝑀𝑘(𝑧) +
𝐺1 −𝐺2

∆𝑘
𝑁𝑘(𝑧)

Тодi

𝑢𝑘(𝑧) = 𝐹𝑘(𝑧) − 𝜒𝑘

2

[︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) · 𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +𝐾𝑘(𝑧)

]︂
Тепер обернемо

𝑢(𝑟,𝑧) =
2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝐹𝑘(𝑧) − 2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) · 𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|+

+
𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +𝐾𝑘(𝑧)

]︂
𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝜒𝑘

Врахуємо, що 𝜒𝑘 =

∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝑡)𝐽1(𝜆𝑘𝑡)𝑡 𝑑𝑡

𝑢(𝑟,𝑧) =
2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝐹𝑘(𝑧) − 2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

[︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) · 𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|+
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𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +𝐾𝑘(𝑧)

]︂ ∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝑡)𝐽1(𝜆𝑘𝑡)𝑡 𝑑𝑡

Для покращення збiжностi ряда скористуємося тим, що

𝐽1(𝜆𝑘𝑡) = − 1

𝜆𝑘𝑡
𝐽 ′
0(𝜆𝑘𝑡)

та проiнтегруємо по частинах

∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝑡)𝐽1(𝜆𝑘𝑡)𝑡 𝑑𝑡 =

⎡⎢⎣ 𝑈 = 𝜒(𝑡)𝑡 𝑑𝑈 = (𝑡𝜒(𝑡)𝑡)′𝑑𝑡

𝑑𝑉 = 𝐽1(𝜆𝑘𝑡)𝑑𝑡 = − 1
𝜆𝑘𝑡
𝐽 ′
0(𝜆𝑘𝑡) 𝑉 = − 1

𝜆𝑘𝑡
𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

⎤⎥⎦ =

= −𝑡𝜒(𝑡)

𝜆𝑘
𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝑎
0

+
1

𝜆𝑘

∫︁ 𝑎

0

(𝑡𝜒(𝑡)𝑡)′𝐽0(𝜆𝑘𝑡)𝑑𝑡 =

Враховуючи те, що 𝜒(𝑎) = 0 та позначаючи 𝜓(𝑡) = 𝑡𝜒(𝑡), отримаємо∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝑡)𝐽1(𝜆𝑘𝑡)𝑡 𝑑𝑡 =
1

𝜆𝑘

∫︁ 𝑎

0

𝐽0(𝜆𝑘𝑡)𝜓
′(𝑡)𝑑𝑡

Замiнимо ще 𝐽1(𝜆𝑘𝑡) = − 1

𝜆𝑘

𝜕

𝜕𝑟
𝐽 ′
0(𝜆𝑘𝑟) отримаємо

𝑢(𝑟,𝑧) =
2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝐹𝑘(𝑧) +
1

𝑅2

𝜕

𝜕𝑟

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)

𝜆2𝑘𝐽
2
1 (𝜆𝑘𝑅)

[︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧−𝑑) · 𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|+

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +𝐾𝑘(𝑧)

]︂ ∫︁ 𝑎

0

𝐽0(𝜆𝑘𝑡)𝜓
′(𝑡)𝑑𝑡 =

=
2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝐹𝑘(𝑧) +
1

𝑅2

𝜕

𝜕𝑟

∫︁ 𝑎

0

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆2𝑘𝐽
2
1 (𝜆𝑘𝑅)

·

·
[︂(︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) +

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +𝐾𝑘(𝑧)

]︂
𝜓′(𝑡)𝑑𝑡

1.4. Знаходження дотичного напруження

𝜏𝑧𝜙(𝑟,𝑧) = 𝐺1
𝜕𝑢

𝜕𝑧
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Для цього знайдемо окремо

𝑀 ′
𝑘(𝑧) =

1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︁
−𝜆𝑘𝑒−𝜆𝑘(𝑧+𝑑) + 𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) + 𝜆𝑘𝑒
−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧) + 𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)
]︁

𝑁 ′
𝑘(𝑧) =

1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︂
𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(𝑧+𝑑)−𝜆𝑘𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧)+𝜆𝑘𝑒
−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧)+𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)−

−
(︁
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 − 2𝑒−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︁
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

]︂
+

+
1

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2

[︂
𝑒−𝜆𝑘(𝑧+3𝑑) + 2𝑒−𝜆𝑘(4𝐻+𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+3𝑑−𝑧)−

−𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑+𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑+𝑧) − 2𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)−

−𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−3𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−3𝑑+𝑧)

]︂

𝐾𝑘(𝑧) =
(𝐺1 −𝐺2)

2 (︀𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)
)︀
· 𝜆𝑘 · 𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑)𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

(𝐺1 +𝐺2)
2 (1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻) + (𝐺2

1 −𝐺2
2)
(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀+

+𝑀 ′
𝑘(𝑧) +

𝐺1 −𝐺2

∆𝑘
𝑁 ′

𝑘(𝑧)

(𝐺𝑘(𝑧,𝜉))
′
𝑧 =

1

2𝜆𝑘
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝜉)𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝜉| − 1

2𝜆𝑘

2𝜆𝑘𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻 · 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻 + 1
𝑒−𝜆𝑘𝜉−

− 1

2𝜆𝑘

2𝜆𝑘𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻 · 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑧
𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻 + 1

𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝜉)

𝐹 ′
𝑘(𝑧) = −𝑅

𝐺
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

∫︁ 𝐻

𝑑

(𝐺𝑘(𝑧,𝜉))
′
𝑧𝑝(𝜉)𝑑𝜉+

+
𝑄𝑘

2𝜆𝑘∆𝑘

[︂
− 𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑)𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| +

2𝜆𝑘𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻 · 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑧)

𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻 + 1
𝑒−𝜆𝑘𝑑+

+
2𝜆𝑘𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻 · 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑧
𝑐ℎ2𝜆𝑘𝐻 + 1

𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂
Розглянемо [︂

𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) +
𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

]︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

𝑧 > 𝑑 : −
(︂

1 +
𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(𝑧−𝑑) =

= −𝐺1 +𝐺2 −𝐺1 +𝐺2

𝐺1 +𝐺2
𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(𝑧−𝑑) = − 2𝐺1

𝐺1 +𝐺2
𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(𝑧−𝑑)
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𝑧 < 𝑑 :

(︂
−1 +

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
𝜆𝑘𝑒

𝜆𝑘(𝑧−𝑑) =

= −𝐺1 +𝐺2 +𝐺1 −𝐺2

𝐺1 +𝐺2
𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(𝑑−𝑧) = − 2𝐺1

𝐺1 +𝐺2
𝜆𝑘𝑒

−𝜆𝑘(𝑑−𝑧)

Тодi дотичне напруження буде дорiвнювати

𝜏𝑧𝜙(𝑟,𝑧) = 𝐺1

[︂
2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝐹 ′
𝑘(𝑧) +

1

𝑅2

𝜕

𝜕𝑟

∫︁ 𝑎

0

∞∑︁
𝑘=1

(︂
− 2𝐺1

𝐺1 +𝐺2
·

·𝜆𝑘𝑒−𝜆𝑘(𝑧−𝑑) +𝐾 ′
𝑘(𝑧)

)︂
𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆2𝑘𝐽
2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝜓′(𝑡)𝑑𝑡

]︂

1.5. Отримання iнтегрального рiвнння та його
рiшення методом ортогональних
багаточленiв

Для знаходження невiдомої функцiї 𝜓(𝑡) слiд скористатися умовою

вiдсутностi напружень на берегах трiщини:
𝜕𝑢

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑑±0

= 0, 0 < 𝑟 < 𝑎

Оскiльки умови призводять до однакового результату, то розглянемо тiльки
при

𝑧 > 𝑑.

Позначемо через

𝐵(𝑟) = 2
∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝐹 ′
𝑘(𝑑+ 0) =

∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

{︂
𝑅

𝐺2
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)·

·
∫︁ 𝐻

𝑑

[︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑑−𝑧| +

𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝜉 +

𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝜉)

]︂
𝑝(𝜉)𝑑𝜉−

−𝑄𝑘

∆𝑘

[︂
1 − 𝑠ℎ𝜆𝑘(𝐻 − 𝑑)

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘𝑑 − 𝑐ℎ𝜆𝑘𝑑

𝑐ℎ𝜆𝑘𝐻
𝑒−𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︂}︂
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Тепер
d

d𝑧

[︂(︂
𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) +

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

]︂
=

при 𝑧 > 𝑑 :

d

d𝑧

[︂(︂
1 +

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

]︂
= −𝜆𝑘

(︂
1 +

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
𝑒−𝜆𝑘(𝑧−𝑑)

при 𝑧 < 𝑑 :

d

d𝑧

[︂(︂
−1 +

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑|

]︂
= 𝜆𝑘

(︂
−1 +

𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
𝑒−𝜆𝑘(𝑧−𝑑)

при 𝑧 = 𝑑+ 0 отримуємо

−𝜆𝑘
(︂

1 +
𝐺1 −𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

)︂
= −𝜆𝑘

𝐺1 +𝐺2 −𝐺1 +𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)
= −𝜆𝑘

2𝐺2

− (𝐺1 +𝐺2)

Також знайдемо

𝐾 ′
𝑘(𝑧) = −𝜆𝑘

(𝐺1 −𝐺2)
2 (︀𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| · 𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑)

(𝐺1 +𝐺2)
2 (1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻) + (𝐺2

1 −𝐺2
2)
(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀+

+𝑀 ′
𝑘(𝑧) +

𝐺1 −𝐺2

∆𝑘
𝑁 ′

𝑘(𝑧) =

= 𝜆𝑘

{︂
1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︁
𝑒−𝜆𝑘(𝑧+𝑑) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)

]︁
−

−
(𝐺1 −𝐺2)

2 (︀𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)
)︀
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| · 𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑)

(𝐺1 +𝐺2)
2 (1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻) + (𝐺2

1 −𝐺2
2)
(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀+

+
𝐺1 −𝐺2

∆𝑘

{︃
1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︂
𝑒−𝜆𝑘(𝑧+𝑑)−𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧)+𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑−𝑧)+𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)−

−
(︁
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 − 2𝑒−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︁
𝑒−𝜆𝑘|𝑧−𝑑| · 𝑠𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑)

]︂
+

+
1

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2

[︂
𝑒−𝜆𝑘(𝑧+3𝑑) + 2𝑒−𝜆𝑘(4𝐻+𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+3𝑑−𝑧)−

−𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑+𝑧) + 𝑒−𝜆𝑘(2𝐻+𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑+𝑧) − 2𝑒−𝜆𝑘(2𝐻−𝑑+𝑧)−

−𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−3𝑑−𝑧) − 𝑒−𝜆𝑘(4𝐻−3𝑑+𝑧)

]︂]︃}︃
𝐾 ′

𝑘(𝑧) = −𝜆𝑘 ·𝑅𝑘, де
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𝑅𝑘 =
1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︁
−𝑒−2𝜆𝑘𝑑 − 2𝑒−2𝜆𝑘𝐻 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

]︁
−

−
(𝐺1 −𝐺2)

2 (︀𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)
)︀

(𝐺1 +𝐺2)
2 (1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻) + (𝐺2

1 −𝐺2
2)
(︀
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︀+

+
𝐺1 −𝐺2

∆𝑘

{︃
1

1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻

[︂
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 − 𝑒−2𝜆𝑘𝐻 + 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑) + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻−

−
(︁
𝑒−2𝜆𝑘𝑑 + 2𝑒−2𝜆𝑘𝐻 + 2𝑒−2𝜆𝑘(𝐻−𝑑)

)︁]︂
+

+
1

(1 + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻)
2

[︂
𝑒−4𝜆𝑘𝑑 + 2𝑒−4𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−2𝜆𝑘(𝐻+𝑑)−

−2𝑒−2𝜆𝑘(𝐻+𝑑) + 𝑒−2𝜆𝑘𝐻 − 𝑒−2𝜆𝑘𝐻 − 2𝑒−4𝜆𝑘𝐻−

−2𝑒−2𝜆𝑘(2𝐻−𝑑) − 𝑒−4𝜆𝑘(𝐻−𝑑) − 𝑒−2𝜆𝑘(2𝐻−𝑑)

]︂}︃
Тодi

1

𝑅2
𝐵(𝑟)+

1

𝑅2

d

d𝑟

∫︁ 𝑎

0

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆2𝑘𝐽
2
1 (𝜆𝑘𝑅)

[︂
−𝜆𝑘

2𝐺2

−(𝐺1 +𝐺2)
+ 𝜆𝑘𝑅𝑘

]︂
𝜓′(𝑡)𝑑𝑡 = 0

Прийшли до iнтегрально-диференцiйного рiвняння

2𝐺2

−(𝐺1 +𝐺2)

d

d𝑟

∫︁ 𝑎

0

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝜓′(𝑡)𝑑𝑡−

− d

d𝑟

∫︁ 𝑎

0

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝑅𝑘𝜓
′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐵(𝑟)

Сингулярне ядро має вигляд:

𝑆(𝑟,𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

,

регулярне ядро:

− d

d𝑟

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝑅𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝐽1(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝑅𝑘 = 𝑅1(𝑟,𝑡)
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2𝐺2

−(𝐺1 +𝐺2)

d

d𝑟

∫︁ 𝑎

0

𝑆(𝑟,𝑡)𝜓′(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑎

0

𝑅1(𝑟,𝑡)𝜓
′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐵(𝑟)

Проiнтегруємо рiвняння по 𝑟 :

2𝐺2

−(𝐺1 +𝐺2)

∫︁ 𝑎

0

𝑆(𝑟,𝑡)𝜓′(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝑎

0

𝑅*
1(𝑟,𝑡)𝜓

′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐵*(𝑟) + 𝐶, де

∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

𝑅𝑘 = 𝑅*
1(𝑟,𝑡)

Тепер iз сингулярного ядра потрiбно видiлити логарифмiчну особливiсть.
Для цього врахуємо асимптотику функцiй Беселя:

𝐽0(𝑥) ∼
√︂

2

𝜋𝑥
𝑐𝑜𝑠(𝑥− 𝜋

4
)

𝐽1(𝑥) ∼
√︂

2

𝜋𝑥
𝑐𝑜𝑠(𝑥− 3𝜋

4
)

Та нулiв рiвняння
𝐽2(𝜆𝑘𝑅) = 0 :

Тодi

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

∼

√︁
2

𝜋𝜆𝑘𝑟
𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑘𝑟 − 𝜋

4 ) ·
√︁

2
𝜋𝜆𝑘𝑡

𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑘𝑡− 𝜋
4 )

𝜆𝑘
2

𝜋𝜆𝑘𝑅
𝑐𝑜𝑠2(𝜆𝑘𝑅− 3𝜋

4 )
=

=
𝑅√
𝑟𝑡

𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑘𝑟 − 𝜋
4 ) · 𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑘𝑡− 𝜋

4 )

𝜆𝑘𝑐𝑜𝑠2(𝜆𝑘𝑅− 3𝜋
4 )

𝜆𝑘𝑅 ∼ 𝜋

(︂
𝑘 +

3

4

)︂
, 𝑘 = 1,2, · · ·

𝑐𝑜𝑠2(𝜆𝑘𝑅− 3𝜋

4
) ∼ 𝑐𝑜𝑠2(𝜋𝑘 +

3𝜋

4
− 3𝜋

4
) = 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑘 =

(︀
(−1)𝑘

)︀2
= 1

𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑘𝑟 −
𝜋

4
) · 𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑘𝑡−

𝜋

4
) =

1

2

[︂
𝑐𝑜𝑠

(︁
𝜆𝑘𝑟 −

𝜋

4
+ 𝜆𝑘𝑡−

𝜋

4

)︁
+

+𝑐𝑜𝑠
(︁
𝜆𝑘𝑟 −

𝜋

4
− 𝜆𝑘𝑡+

𝜋

4

)︁]︂
=

1

2

[︁
𝑐𝑜𝑠

(︁
𝜆𝑘(𝑟 + 𝑡) − 𝜋

2

)︁
+ 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘(𝑟 − 𝑡)

]︁
=

=
1

2
[𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘(𝑟 − 𝑡) + 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝑟 + 𝑡)]
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Таким чином

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

∼ 𝑅
𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘(𝑟 − 𝑡) + 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘(𝑟 + 𝑡)

2
√
𝑟𝑡 · 𝜆𝑘

∼

∼ 𝑅

2
√
𝑟𝑡

𝑐𝑜𝑠 𝜋
𝑅

(︀
𝑘 + 3

4

)︀
(𝑟 − 𝑡) + 𝑠𝑖𝑛 𝜋

𝑅

(︀
𝑘 + 3

4

)︀
(𝑟 + 𝑡)

𝜋
𝑅

(︀
𝑘 + 3

4

)︀ =

=
2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

𝑐𝑜𝑠 𝜋
4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 − 𝑡) + 𝑠𝑖𝑛 𝜋

4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 + 𝑡)

4𝑘 + 3

Тепер потрiбно знайти суми рядiв

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑜𝑠 (4𝑘 + 3)𝑥

4𝑘 + 3
та

∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝑖𝑛 (4𝑘 + 3)𝑥

4𝑘 + 3
, де 𝑥 =

𝜋

4𝑅
(𝑟 ± 𝑡).

0 <
𝜋

4𝑅
(𝑟 + 𝑡) ≤ 𝜋

4𝑅
2𝑎 =

𝜋𝑎

2𝑅
<
𝜋

2
та 𝑠𝑖𝑛 (4𝑘 + 3)𝑥 > 0⃒⃒⃒ 𝜋

4𝑅
(𝑟 − 𝑡)

⃒⃒⃒
<
𝜋𝑎

4𝑅
<
𝜋

4
та 𝑐𝑜𝑠 (4𝑘 + 3)𝑥 > 0

Тодi
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑜𝑠 (4𝑘 + 3)𝑥

4𝑘 + 3
= −1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒
𝑡𝑔
𝑥

2

⃒⃒⃒
− 𝜋

8

∞∑︁
𝑘=0

𝑠𝑖𝑛 (4𝑘 + 3)𝑥

4𝑘 + 3
=

1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒
𝑡𝑔

(︁𝜋
4
− 𝑥

2

)︁⃒⃒⃒
+
𝜋

8

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑜𝑠 (4𝑘 + 3)𝑥

4𝑘 + 3
= −1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒
𝑡𝑔
𝑥

2

⃒⃒⃒
− 1

3
𝑐𝑜𝑠3𝑥− 𝜋

8

∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝑖𝑛 (4𝑘 + 3)𝑥

4𝑘 + 3
=

1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒
𝑡𝑔

(︁𝜋
4
− 𝑥

2

)︁⃒⃒⃒
− 1

3
𝑠𝑖𝑛3𝑥+

𝜋

8

Видiлимо iз сингулярного ядра особливiсть:

𝑆(𝑟,𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

=

𝑛0∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

+
∞∑︁

𝑘=𝑛0+1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

,

де 𝑛0 таке, що у другiй сумi можливо замiнити вираз на асимптотику:

𝑆(𝑟,𝑡) =

𝑛0∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

+
2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

∞∑︁
𝑘=𝑛0+1

𝑐𝑜𝑠 𝜋
4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 − 𝑡)

4𝑘 + 3
+
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+
2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

𝑛0∑︁
𝑘=1

𝑠𝑖𝑛 𝜋
4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 + 𝑡)

4𝑘 + 3
=

𝑛0∑︁
𝑘=1

𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

−

− 2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

∞∑︁
𝑘=𝑛0+1

𝑐𝑜𝑠 𝜋
4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 − 𝑡) + 𝑠𝑖𝑛 𝜋

4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 + 𝑡)

4𝑘 + 3
+

+
2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑜𝑠 𝜋
4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 − 𝑡)

4𝑘 + 3
+

2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝑖𝑛 𝜋
4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 + 𝑡)

4𝑘 + 3
=

=
2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

[︂
− 1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑔
𝜋(𝑟 − 𝑡)

8𝑅

⃒⃒⃒⃒
− 1

3
𝑐𝑜𝑠

3𝜋

4𝑅
(𝑟 − 𝑡) − 𝜋

8
+

+
1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑔

(︂
𝜋

4
− 𝜋(𝑟 + 𝑡)

8𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒
− 1

3
𝑠𝑖𝑛

3𝜋

4𝑅
(𝑟 + 𝑡) +

𝜋

8

]︂
+

+

𝑛0∑︁
𝑘=1

[︂
𝐽0(𝜆𝑘𝑟)𝐽0(𝜆𝑘𝑡)

𝜆𝑘𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

− 2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

𝑐𝑜𝑠 𝜋
4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 − 𝑡) + 𝑠𝑖𝑛 𝜋

4𝑅 (4𝑘 + 3) (𝑟 + 𝑡)

4𝑘 + 3

]︂

Щоб отримати "чистий"логорифм 𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
:

𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑔
𝜋(𝑟 − 𝑡)

8𝑅

⃒⃒⃒⃒
= −𝑙𝑛 1

|𝑟 − 𝑡|
+ 𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑔
𝜋(𝑟 − 𝑡)

8𝑅

⃒⃒⃒⃒
+ 𝑙𝑛

1

|𝑟 − 𝑡|
=

= −𝑙𝑛 1

|𝑟 − 𝑡|
+ 𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡𝑔

𝜋(𝑟−𝑡)
8𝑅

𝑟 − 𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

при цьому

lim
𝑟−𝑡→0

𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡𝑔

𝜋(𝑟−𝑡)
8𝑅

𝑟 − 𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ = lim

𝑟−𝑡→0
𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜋(𝑟 − 𝑡)

8𝑅(𝑟 − 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑙𝑛

𝜋

8𝑅
.

𝑆(𝑟,𝑡) =
2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

[︃
𝑙𝑛

1

|𝑟 − 𝑡|
− 𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡𝑔

𝜋(𝑟−𝑡)
8𝑅

𝑟 − 𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
]︃

+

+
2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

[︂
1

4
𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑔

(︂
𝜋

4
− 𝜋(𝑟 + 𝑡)

8𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒
− 1

3
𝑐𝑜𝑠

3𝜋

4𝑅
(𝑟 − 𝑡)−

−𝜋
8
− 1

3
𝑠𝑖𝑛

3𝜋

4𝑅
(𝑟 + 𝑡) +

𝜋

8

]︂
=

2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡
𝑙𝑛

1

|𝑟 − 𝑡|
+

+
2𝑅2

𝜋
√
𝑟𝑡

[︂
−𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡𝑔

𝜋(𝑟−𝑡)
8𝑅

𝑟 − 𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑔

(︂
𝜋

4
− 𝜋(𝑟 + 𝑡)

8𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒
−4

3
𝑐𝑜𝑠

3𝜋

4𝑅
(𝑟−𝑡)−4

3
𝑠𝑖𝑛

3𝜋

4𝑅
(𝑟+𝑡)

]︂
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Позначимо регулярну частину цього виразу через:

𝑅2(𝑟,𝑡) = −𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡𝑔

𝜋(𝑟−𝑡)
8𝑅

𝑟 − 𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑔

(︂
𝜋

4
− 𝜋(𝑟 + 𝑡)

8𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒
−4

3
𝑐𝑜𝑠

3𝜋

4𝑅
(𝑟−𝑡)−4

3
𝑠𝑖𝑛

3𝜋

4𝑅
(𝑟+𝑡)

Тодi рiвняння набуде вигляду

2𝐺2

−(𝐺1 +𝐺2)

1√
𝑟

∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
𝜓′(𝑡)

𝑑𝑡√
𝑡

+

∫︁ 𝑎

0

[︂
− 𝐺2𝑅

2

𝐺1 +𝐺2

1√
𝑟𝑡
𝑅2(𝑟,𝑡)+

+𝑅*
1(𝑟,𝑡)

]︂
𝜓′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐵*(𝑟) + 𝐶, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
𝜓′(𝑡)

𝑑𝑡√
𝑡

+

∫︁ 𝑎

0

𝑅3(𝑟,𝑡)𝜓
′(𝑡)𝑑𝑡 = −𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2𝑅2

√
𝑟(𝐵*(𝑟) + 𝐶)

𝑅3(𝑟,𝑡) =
1√
𝑡
·𝑅2(𝑟,𝑡) −

𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2𝑅2

√
𝑟 ·𝑅*

1(𝑟,𝑡)

Вiзьмемо спектральне спiввiдношення:

1

𝜋

∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝑥− 𝑦|
𝑇𝑛(𝑦)√︀
1 − 𝑦2

𝑑𝑦 =

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑙𝑛2, 𝑛 = 0

1
𝑛 𝑇𝑛(𝑥), 𝑛 ≥ 1

i зробимо у ньому замiну (−1; 1) → (0; 𝑎)

𝑥 = 2
𝑡

𝑎
− 1,𝑡 ∈ (0; 𝑎)

𝑦 = 2
𝜏

𝑎
− 1, 𝑑𝑦 =

2

𝑎
𝑑𝜏

𝑥− 𝑦 = 2
𝑡

𝑎
− 1 − 2

𝜏

𝑎
+ 1 =

2

𝑎
(𝑡− 𝜏)

√︀
1 − 𝑦2 =

√︂
1 − 4

𝜏 2

𝑎2
+ 4

𝜏

𝑎
− = 2

√︂
𝜏

𝑎
·
√︂

1 − 𝜏

𝑎

=
1

𝜋

∫︁ 𝑎

0

[︂
𝑙𝑛

1

|𝑡− 𝜏 |
+ 𝑙𝑛

𝑎

2

]︂
𝑇𝑛(2𝜏

𝑎 − 1)
√
𝜏 ·

√
𝑎− 𝜏

𝑑𝜏 =

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑙𝑛2, 𝑛 = 0

1
𝑛 𝑇𝑛(2 𝑡

𝑎 − 1), 𝑛 ≥ 1
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Умова ортогональностi багаточленiв Чебишова:

∫︁ 1

−1

𝑇𝑛(𝑥)𝑇𝑚(𝑥)
𝑑𝑥√

1 − 𝑥2
= 𝛿𝑛·𝑚 ·

⎧⎪⎨⎪⎩𝜋, 𝑛 = 0

𝜋
2 , 𝑛 ≥ 1

∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑛(2
𝑡

𝑎
− 1)𝑇𝑚(2

𝑡

𝑎
− 1)

−2
𝑎𝑑𝑡

2
√︁

𝑡
𝑎 ·

√︁
1 − 𝑡

𝑎

=

∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑛(2
𝑡

𝑎
− 1)𝑇𝑚(2

𝑡

𝑎
− 1)·

· 𝑑𝑡√
𝑡 ·

√
𝑎− 𝑡

= 𝛿𝑛·𝑚 ·

⎧⎪⎨⎪⎩𝜋, 𝑛 = 0

𝜋
2 , 𝑛 ≥ 1

Тодi
1

𝜋

∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
𝑎

2
·
𝑇𝑛(2𝜏

𝑎 − 1)
√
𝜏 ·

√
𝑎− 𝜏

𝑑𝜏 =
1

𝜋
· 𝑙𝑛𝑎

2
· 𝜋 · 𝛿0𝑛

i спектральне спiввiдношення прийме вигляд:

1

𝜋

∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑡− 𝜏 |
·
𝑇𝑛(2𝜏

𝑎 − 1)
√
𝜏 ·

√
𝑎− 𝜏

𝑑𝜏 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑙𝑛2 − 𝑙𝑛𝑎
2 = 𝑙𝑛4

𝑎 , 𝑛 = 0

1
𝑛 − 𝑇𝑛(2 𝑡

𝑎 − 1), 𝑛 ≥ 1

Звiдси рiшення отриманого iнтегрального рiвняння слiд шукати у виглядi:

𝜓′(𝑡) =
1√
𝑎− 𝑡

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛 · 𝑇𝑛(2
𝑡

𝑎
− 1)

Пiдставимо в рiвняння:

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑡− 𝑟|
𝑇𝑛(2 𝑡

𝑎 − 1)
√
𝑡 ·

√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑡+
∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑅3(𝑟,𝑡)
𝑇𝑛(2 𝑡

𝑎 − 1)
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑡 =

= −𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2𝑅2

√
𝑟(𝐵*(𝑟) + 𝐶)

Скористаємося спектральним спiввiдношенням:

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛 · 𝛿𝑛 · 𝑇𝑛(2
𝑡

𝑎
− 1) +

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑅3(𝑟,𝑡)
𝑇𝑛(2 𝑡

𝑎 − 1)
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑡 =
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= −𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2𝑅2

√
𝑟(𝐵*(𝑟) + 𝐶), де 𝛿𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜋 𝑙𝑛
4
𝑎 , 𝑛 = 0

𝜋
𝑛 , 𝑛 ≥ 1

Помножимо отриманий вираз на
𝑇𝑚(2 𝑟

𝑎 − 1)
√
𝑟 ·

√
𝑎− 𝑟

i проiнтегруємо по 𝑟 вiд 0 до 𝑎 :

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛 · 𝛿𝑛
∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑛(2
𝑟

𝑎
− 1)

𝑇𝑚(2 𝑟
𝑎 − 1)

√
𝑟 ·

√
𝑎− 𝑟

𝑑𝑟 +
∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑚(2 𝑟
𝑎 − 1)

√
𝑟 ·

√
𝑎− 𝑟

𝑑𝑟·

·
∫︁ 𝑎

0

𝑅3(𝑟,𝑡)
𝑇𝑛(2 𝑡

𝑎 − 1)
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑡 = −𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2𝑅2

∫︁ 𝑎

0

√
𝑟(𝐵*(𝑟) + 𝐶)

𝑇𝑚(2 𝑟
𝑎 − 1)

√
𝑟 ·

√
𝑎− 𝑟

𝑑𝑟

В силу ортогональностi:

𝜓𝑚 · 𝛿*𝑚 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑚𝑛 · 𝜓𝑛 = 𝑏𝛼𝑚 + 𝑐 · 𝑏𝑐𝑚, 𝑚 = 0,1, · · ·

𝛿*𝑚 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜋
2 𝑙𝑛4

𝑎 , 𝑚 = 0

𝜋2

2𝑚 , 𝑚 ≥ 1

𝑎𝑚𝑛 = 𝜓𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑚(2 𝑟
𝑎 − 1)

√
𝑟 ·

√
𝑎− 𝑟

𝑑𝑟 ·
∫︁ 𝑎

0

𝑅3(𝑟,𝑡)
𝑇𝑛(2 𝑡

𝑎 − 1)
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑡

𝑏𝑚 = −𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2𝑅2

∫︁ 𝑎

0

𝐵*(𝑟)
𝑇𝑚(2 𝑟

𝑎 − 1)
√
𝑎− 𝑟

𝑑𝑟

𝑏𝑐𝑚 = −𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝐺2𝑅2

∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑚(2 𝑟
𝑎 − 1)

√
𝑎− 𝑟

𝑑𝑟

При цьому 𝜓𝑚 треба шукати теж у виглядi 𝜓𝑚 = 𝜓𝛼
𝑚 + 𝑐 · 𝜓𝑐

𝑚,

де 𝜓𝛼
𝑚 - рiшення з правою частиною 𝑏𝛼𝑚, а 𝜓𝑐

𝑚 - з правою частиною 𝑏𝑐𝑚.

Для знаходження константи с:

𝜓
′
(𝑡) = 𝜓(𝑡)

⃒⃒⃒𝑎
0

= 𝑡𝜒(𝑡)
⃒⃒⃒𝑎
0

= 0,

так як
𝜒(𝑎) = 0.



28

Тодi ∫︁ 𝑎

0

1√
𝑎− 𝑡

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛𝑇𝑛(2
𝑡

𝑎
− 1)𝑑𝑡 =

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑛(2
𝑡

𝑎
− 1)

𝑑𝑡√
𝑎− 𝑡

= 0

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝛼
𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑛(2
𝑡

𝑎
− 1)

𝑑𝑡√
𝑎− 𝑡

+ 𝑐
∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑐
𝑛

∫︁ 𝑎

0

𝑇𝑛(2
𝑡

𝑎
− 1)

𝑑𝑡√
𝑎− 𝑡

= 0

1.6. Знаходження коефiцiєнта iнтенсивностi
напружень (КIН)

𝐾𝐼𝐼𝐼 = lim
𝑟→𝑎+0

√︀
2𝜋(𝑟 − 𝑎)𝜏𝑧𝜙

⃒⃒⃒
𝑧=𝑑+0

Шукаємо саме цей коефiциєнт, тому що вiн є коефiцiєнтом iнтенсивностi
напрцуження для умов навантаження, при якому краї трiщини змiщуються
в площинi трiщини паралельно щодо фронту розповсюдження трiщини
(також вiдома як поздовжньо-зсувна (III) мода деформацiї).

В отриманому вище вираженнi для дотичного напруження

𝜏𝑧𝜙

⃒⃒⃒
𝑧=𝑑+0

= 𝐺1
𝜕𝑢

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=𝑑+0

вiдкинемо доданки, що мають кiнцеву межу при

𝑟 → 𝑎+ 0

𝜏𝑧𝜙

⃒⃒⃒
𝑧=𝑑+0

=
𝐺1𝑅

2

(𝐺1 +𝐺2)𝜋

d

d𝑟

1√
𝑟

∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
𝜓′(𝑡)

𝑑𝑡√
𝑡
+

∫︁ 𝑎

0

𝑅2(𝑟,𝑡)𝜓
′(𝑡)𝑑𝑡−𝑓(𝑧)

i пiдставимо в нього розкладання

𝜓′(𝑡) =
1√
𝑎− 𝑡

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛𝑇𝑛(
2

𝑎
𝑡− 1)
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Тодi

𝐾𝐼𝐼𝐼 =
𝐺1𝑅

2

𝐺1 +𝐺2

√︂
2

𝜋
lim

𝑟→𝑎+0

√
𝑟 − 𝑎

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛
d

d𝑟

1√
𝑟

∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
𝑇𝑛(2𝑎𝑡− 1)
√
𝑡
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑡

Наведеним вище спектральним спiввiдношенням скористатися не можна,
оскiльки тут

𝑟 > 𝑎

Для з’ясування поведiнки даного iнтеграла при

𝑟 → 𝑎+ 0

скористаємося наступними результатами роботи:∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝑥− 𝑦|
𝑇𝑛(𝑦)√︀
1 − 𝑦2

𝑑𝑦,

при 𝑥→ 1 + 0

d

d𝑥

∫︁ 1

−1

𝑙𝑛
1

|𝑥− 𝑦|
𝑇𝑛(𝑦)√︀
1 − 𝑦2

𝑑𝑦 ∼ − 𝜋
√

2

2
√
𝑥− 1

,

при 𝑥→ 1 + 0

Зробивши в цих iнтегралах замiну 𝑥 =
2

𝑎
𝑟 − 1 та 𝑦 =

2

𝑎
𝑡− 1,

що переводить промiжок (−1; 1) у промiжок (0; 𝑎), отримаємо, що∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
𝑇𝑛(2𝑎𝑡− 1)
√
𝑡
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑦

обмежен при 𝑟 → 𝑎+ 0

d

d𝑥

∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
𝑇𝑛(2𝑎𝑡− 1)
√
𝑡
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑦 ∼ − 𝜋√
𝑎

1√
𝑟 − 𝑎

,

при 𝑟 → 𝑎+ 0

З урахуванням цього запишемо вираз для КIН наступним чином:

𝐾𝐼𝐼𝐼 =
𝐺1𝑅

2

𝐺1 +𝐺2

√︂
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛

[︂
lim

𝑟→𝑎+0

√
𝑟 − 𝑎

(︂
− 1

2𝑟
√
𝑟

)︂
·
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·
∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
𝑇𝑛(2𝑎𝑡− 1)
√
𝑡
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑡+ lim
𝑟→𝑎+0

√
𝑟 − 𝑎

1√
𝑟

d

d𝑟

∫︁ 𝑎

0

𝑙𝑛
1

|𝑟 − 𝑡|
𝑇𝑛(2𝑎𝑡− 1)
√
𝑡
√
𝑎− 𝑡

𝑑𝑡

]︂
Звiдки, з урахуванням поведiнки при 𝑟 → 𝑎+0 вказаних iнтегралiв, маємо

𝐾𝐼𝐼𝐼 =
𝐺1𝑅

2

𝐺1 +𝐺2

√︂
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛

[︂
lim

𝑟→𝑎+0

√
𝑟 − 𝑎 · 1√

𝑟

[︂
− 𝜋√

𝑎
· 1√

𝑟 − 𝑎

]︂
=

= − 𝐺1𝑅
2
√

2𝜋

𝑎(𝐺1 +𝐺2)

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛

Таким чином для обчислення КIН отримано формулу:

𝐾𝐼𝐼𝐼 = − 𝐺1𝑅
2
√

2𝜋

𝑎(𝐺1 +𝐺2)

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛.
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РОЗДIЛ 2

ДОДАТОК 1

2.1. Пiдбiр iнтегрального перетворення

𝑢𝜆(𝑧) =

∫︁ 𝑅

0

𝑢(𝑟,𝑧)𝐾(𝜆,𝑧)𝑟𝑑𝑟, (2.1)

де
𝐾(𝜆,𝑧)

ядро iнтегрального перетворення, що подлягає визначенню. Застосуємо його
до рiвняння (1.1):∫︁ 𝑅

0

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟
)𝐾(𝜆,𝑟)𝑟𝑑𝑟−

∫︁ 𝑅

0

1

𝑟2
𝑢𝐾(𝜆,𝑟)𝑟𝑑𝑟+

∫︁ 𝑅

0

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
𝐾(𝜆,𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 0 (2.2)

У першому додатку iнтеграл двiйчи проiнтегруємо по частинах:

∫︁ 𝑅

0

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟
)𝐾(𝜆,𝑟)𝑟𝑑𝑟 =

⎡⎢⎣ 𝑈 = 𝐾(𝜆,𝑟) 𝑑𝑈 = d
d𝑟𝐾(𝜆,𝑟)𝑑𝑟

𝑑𝑉 = 𝜕
𝜕𝑟(𝑟

𝜕𝑢
𝜕𝑟 )𝑑𝑟 𝑉 = 𝑟𝜕𝑢𝜕𝑟

⎤⎥⎦ =

= 𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝐾(𝜆,𝑟) |𝑅0 −

∫︁ 𝑅

0

𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

d

d𝑟
𝐾(𝜆,𝑟)𝑑𝑟 =

⎡⎢⎣𝑈 = 𝑟d𝐾(𝜆,𝑟)
d𝑟 𝑑𝑈 = d

d𝑟

(︁
𝑟d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟

)︁
𝑑𝑟

𝑑𝑉 = 𝜕𝑢
𝜕𝑟𝑑𝑟 𝑉 = 𝑢

⎤⎥⎦ =

= 𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟
𝐾(𝜆,𝑟) |𝑅0 −𝑢𝑟d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟
|𝑅0 +

∫︁ 𝑅

0

𝑢
d

d𝑟

(︂
𝑟

d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟

)︂
𝑑𝑟 =

= 𝑅
𝜕𝑢

𝜕𝑟
|𝑟=𝑅 𝐾(𝜆,𝑅) −𝑅𝑢 |𝑟=𝑅

d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟
|𝑟=𝑅 +

∫︁ 𝑅

0

𝑢
1

𝑟

d

d𝑟

(︂
𝑟

d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟

)︂
𝑟𝑑𝑟

Об’єднуючи цей результат з другим додатком, отримаємо:∫︁ 𝑅

0

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟
)𝐾(𝜆,𝑟)𝑟𝑑𝑟 −

∫︁ 𝑅

0

1

𝑟2
𝑢𝐾(𝜆,𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑟
|𝑟=𝑅 𝐾(𝜆,𝑅)−
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−𝑅𝑢 |𝑟=𝑅
d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟
|𝑟=𝑅 +

∫︁ 𝑅

0

𝑢

[︂
1

𝑟

d

d𝑟

(︂
𝑟

d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟
− 1

𝑟2
𝐾(𝜆,𝑟)

)︂]︂
𝑟𝑑𝑟

З крайової умови (1.3) виразимо

𝜕𝑢

𝜕𝑟
|𝑟=𝑅=

1

𝑅
𝑢𝑟=𝑅 +

1

𝐺
𝑝(𝑧)

та пiдставимо в поза iнтегральнi складовi:

1

𝑅
𝑢𝑟=𝑅𝐾(𝜆,𝑅) −𝑅𝑢 |𝑟=𝑅

𝜕𝐾(𝜆,𝑟)

𝜕𝑟
|𝑟=𝑅=

[︂
𝑢 |𝑟=𝑅 +

𝑅

𝐺
𝑝(𝑧)

]︂
𝐾(𝜆,𝑅)−

−𝑅𝑢 |𝑟=𝑅
𝜕𝐾(𝜆,𝑟)

𝜕𝑟
|𝑟=𝑅= 𝑢 |𝑟=𝑅

[︂
𝐾(𝜆,𝑅) −𝑅

𝜕𝐾(𝜆,𝑟)

𝜕𝑟
| 𝑟 = 𝑅

]︂
+
𝑅

𝐺
𝑝(𝑧)𝐾(𝜆,𝑅)

В останньому додатку вираження (2.2) змiнемо мiсцями операцiї iнтегрува-
ння та дiференцiювання, оскiльки вони проводяться за рiзними змiнними:∫︁ 𝑅

0

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
𝐾(𝜆,𝑟)𝑟 𝑑𝑟 =

d2

d𝑧2

∫︁ 𝑅

0

𝑢𝐾(𝜆,𝑟)𝑟 𝑑𝑟 =
d2

d𝑧2
𝑢𝜆(𝑧) = 𝑢′′𝜆(𝑧)

Таким чином, вираження (2.2) має вигляд:

𝑢 |𝑟=𝑅

[︂
𝐾(𝜆,𝑅) −𝑅

𝜕𝐾(𝜆,𝑟)

𝜕𝑟
|𝑟=𝑅

]︂
+
𝑅

𝐺
𝑝(𝑧)𝐾(𝜆,𝑅)+

+

∫︁ 𝑅

0

𝑢

[︂
1

𝑟

d

d𝑟

(︂
𝑟

d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟

)︂
− 1

𝑟2
𝐾(𝜆,𝑟)

]︂
𝑟𝑑𝑟 + 𝑢′′𝜆(𝑧) = 0

Вимагатимемо, щоб ядро
𝐾(𝜆,𝑟)

задовольняло рiвнянню:

1

𝑟

d

d𝑟

(︂
𝑟

d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟

)︂
− 1

𝑟2
𝐾(𝜆,𝑟) = −𝜆2𝐾(𝜆,𝑟), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 (2.3)

та умовi

𝐾(𝜆,𝑅) −𝑅
𝜕𝐾(𝜆,𝑟)

𝜕𝑟
|𝑟=𝑅= 0 (2.4)
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Тодi останнє вираження набуде вигляду:

𝑅

𝐺
𝑝(𝑧)𝐾(𝜆,𝑅) − 𝜆2

∫︁ 𝑅

0

𝑢𝐾(𝜆,𝑟)𝑟𝑑𝑟 + 𝑢′′𝜆(𝑧) = 0

тобто:
𝑢

′′

𝜆(𝑧) − 𝜆2𝑢𝜆(𝑧) = −𝑅
𝐺
𝑝(𝑧)𝐾(𝜆,𝑅)

Розглянемо отримане звичайне диференцiйне рiвняння (2.7) для визначення
ядра

𝐾(𝜆,𝑟) :

1

𝑟

d

d𝑟

(︂
𝑟

d𝐾(𝜆,𝑟)

d𝑟

)︂
+

(︂
𝜆2 − 1

𝑟2

)︂
𝐾(𝜆,𝑟) = 0 (2.5)

Це є рiвнянням Беселя та його лiнiйно-незалежним рiшеннями є функцiї
Беселя

𝐽1(𝜆𝑟)

та
𝐾1(𝜆,𝑟).

При цьому функцiя
𝐽1(𝜆𝑟)

обмежена при
𝑟 = 0,

а
𝐾1(𝜆,𝑟)

не обмежена при
𝑟 → 0.

Так як точка
𝑟 = 0

входить в область, що розглядається, а значить ядро має бути обмеженим
при

𝑟 = 0,
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то вiзьмемо
𝐾(𝜆,𝑟) = 𝐽1(𝜆𝑟)

Для визначення параметру
𝜆

вiзьмемо умову (2.4), пiдставивши в нього функцiю Беселя

𝐽1(𝜆𝑟) :

𝐽1(𝜆𝑅) − 𝜆𝑅𝐽
′

1(𝜆𝑅) = 0

З теорiї функцiї Беселя скористаємося формулою диференцiювання

𝑥𝐽
′

1(𝑥) = 𝐽1(𝑥) − 𝑥𝐽2(𝑥),

з якої випливає, що

𝐽1(𝜆𝑅) − 𝜆𝑅𝐽
′

1(𝜆𝑅) = 𝜆𝑅𝐽2(𝜆𝑅).

Тодi для визначення
𝜆

отримаємо умову
𝐽2(𝜆𝑅) = 0.

Функцiя Беселя має злiченну множину дiйсних коренiв i всi вони додатнi.
Позначимо через

𝜆𝑘(𝑘 = 1,2, · · · )

корнi рiвняння
𝐽2(𝜆𝑘𝑅) = 0.

Таким чином, ми побудували iнтегральне перетворення:

𝑢𝑘(𝑧) =

∫︁ 𝑅

0

𝑢(𝑟,𝑧)𝐽1(𝜆𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟, 𝑘 = 1,2, · · · (2.6)

та рiвняння (2.5) вiдносно трансформанти

𝑢𝑘(𝑧)
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набуде вигляду:

𝑢′′𝑘(𝑧) − 𝜆2𝑘𝑢𝑘(𝑧) = −𝑅
𝐺
𝑝(𝑧)𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

Для отримання формули обернення побудованного iнтегрального перетво-
рення (2.6) необхiдно знайти норму ядра

𝐽1(𝜆𝑟)

цього перетворення

‖𝐽1(𝜆𝑘𝑟)‖2 =

∫︁ 𝑅

0

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟 =

𝑅2

2

(︁
𝐽

′

1(𝜆𝑘𝑅)
)︁2

+
1

2

(︂
𝑅2 − 1

𝜆2𝑘

)︂
𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

тут використана формула 1.8.3.11 [3] З рiвняння

𝐽1(𝜆𝑘𝑅) − 𝜆𝑘𝑅𝐽
′

1(𝜆𝑘𝑅) = 0

для визначення
𝜆𝑘,

виразимо

𝐽
′

1(𝜆𝑘𝑅) =
1

𝜆𝑘𝑅
𝐽1(𝜆𝑘𝑅)

та пiдставимо його в отриманий вираз для квадрату норми ядра:

‖𝐽1(𝜆𝑘𝑟)‖2 =
𝑅2

2

1

𝜆2𝑘𝑅
2
𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅) +

1

2

(︂
𝑅2 − 1

𝜆2𝑘

)︂
𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅) =

𝑅2

2
𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑅)

Тодi згiдно теоремi Стеклова, формула обернення має вигляд:

𝑢(𝑟,𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)
𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

‖𝐽1(𝜆𝑘𝑟)‖2
=

2

𝑅2

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)
𝐽1(𝜆𝑘𝑟)

𝐽2
1 (𝜆𝑘𝑟)

(2.7)

Застосуємо тепер побудованне iнтегральне перетворення до крайових умов
(1.2): ∫︁ 𝑅

0

𝑢 |𝑧=0 𝐽1(𝜆𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 0,

звiдки
𝑢𝑘(0) = 0
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∫︁ 𝑅

0

𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝐻 𝐽1(𝜆𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟 =

d

d𝑧

∫︁ 𝑅

0

𝑢𝐽1(𝜆𝑘𝑟) |𝑧=𝐻 𝑟𝑑𝑟 = 0,

звiдки
𝑢𝑘

′(𝐻) = 0

та до умов спряженостi (1.4):

⟨𝑢𝑘⟩ = 𝑢𝑘(𝑑− 0) − 𝑢𝑘(𝑑+ 0) = 𝜒𝑘, 𝜒𝑘 =

∫︁ 𝑎

0

𝜒 (𝑟) 𝐽1 (𝜆𝑘𝑟) 𝑟 𝑑𝑟

𝐺1

∫︁ 𝑅

0

𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑−0 𝐽1(𝜆𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟 = 𝐺2

∫︁ 𝑅

0

𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑+0 𝐽1(𝜆𝑘𝑟)𝑟𝑑𝑟,

звiдки
𝑢𝑘(𝑑− 0) = 𝑢𝑘(𝑑+ 0),

𝐺1𝑢𝑘
′(𝑑− 0) = 𝐺2𝑢𝑘

′(𝑑+ 0)
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ВИСНОВКИ

Для розв’язку вiсесиметричної задачi про кручення двошарового ци-
лiндра використан пiдхiд, що заключається в використаннi iнтегрального пе-
ретворення до рiвняння Ламе вiдносно перемiщення. В результатi розв’язку
отриманої задачi виведенi формули для знаходження перемiщень та напру-
жень в обох шарах цилiндру, а також коєфiцiету iнтенсивностi напруження,
що дозволяє швидко та ефективно їх розраховувати. На практицi доведено,
що значення модулей зсуву обох частин цилiндра сильно впливають на
значення кутового перемiщення та коєфiцiенту iнтенсивностi напруження.



38

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Беитмен Г. Висшi трансцендентнi функцiї. Т. 2 / Беитмен Г., Ердеиi А.
-М.: Наука, 1974. - 296 с.

2. Попов Г. Я. Концентрацiя пружних напруг бiля штампiв, розрiзiв,
тонких включень та подкрiплень / Попов Г. Я. - М.: Наука, 1982. - 344
с.

3. Попов Г. Я. Рiвняння математичної фiзики. Метод iнтегральних пере-
творень/ Попов Г. Я., Реут В. В., Вайсфельд Н. Д. — М.:Наука, 1999. —
26-27.

4. Пруднiков А. П. Iнтеграли та ряди. Т. 2. Спецiальнi функцiї/ Пруднiков
А. П., Бричков Ю. А., Марiчев О. I. — М.: Наука, 1983. — 752 с.

5. Vaysfeld N. Torsion problems of finite cylinders weakened by ring-shaped
cracks/Vaysfeld N., Protserov Yu. - Procedia Structural Integrity Vol. 3,
2017. — 526-544.


	Вступ
	Основна частина
	Постановка задачі
	Зведення задачі до розривної одновимірної за допомогою інтегрального перетворення
	Розв’язок одновимірної розривної задачі
	Знаходження дотичного напруження
	Отримання інтегрального рівнння та його рішення методом ортогональних багаточленів
	Знаходження коефіцієнта інтенсивності напружень (КІН)

	Додаток 1
	Підбір інтегрального перетворення

	Висновки
	Список літератури

