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ВСТУП

Розв’язання NP-складних задач є ключовим етапом в оптимiзацiї ба-
гатьох процесiв у рiзних галузях науки та технiки. Наприклад, розв’язання
задачi о знаходженнi маршруту транспортного засобу може значно при-
скорити логiстику, розв’язок задачi про мiнiмальне вершинне покриття -
допомогти вирiшити задачi генетики [27].

Свої застосування теорiя графiв та задачi з неї знаходять у хiмiї, фар-
мацiї, фiзицi, бiологiї, урбанiстицi та проектуваннi життєво важливих iнфра-
структурних мереж [20]. Тому розробка методiв ефективного розв’язання
таких задач зараз є актуальним напрямком наукових дослiджень.

Для NP-складних задач з теорiї графiв було розроблено багато рi-
зних методiв розв’язання - починаючи з класичних апроксимацiйних та
еврiстичних алгоритмiв, завершуючи комерцiйними розв’язувачами.

З розвиненням машинного навчання, задачi на графах почали вирiшу-
вати його методами. Але вирiшувалися лише окремi задачi, та загального
пiдходу до розв’язання такого роду задач не iснувало.

У 2017 роцi був запропонований загальний пiдхiд до розв’язання
класу NP-складних задач комбiнаторної оптимiзацiї на графах [7]. У 2019
роцi вiн був покращений та розширений ще на декiлька задач [9]. Наразi,
дослiдження за даною темою продовжуються.

Метою цiєї роботи є ознайомлення iз сучасними методами розв’язання
найбiльш поширених NP-складних задач на графах та застосування одного
з цих методiв для розв’язання задачi про мiнiмальне вершинне покриття.



5

РОЗДIЛ 1

СКЛАДНIСТЬ ЗАДАЧ ТА ОСНОВНI NP-СКЛАДНI

ЗАДАЧI

1.1 Основнi класи обчислювальної складностi

Поняття складностi алгоритму є базовим у теорiї обчислюваностi.
Воно вiдображає те, скiльки часу (чи пам’ятi) знадобиться для розв’язання
тiєї чи iншої задачi. Усi алгоритмiчнi задачi можна вiднести до певного
класу складностi. Класи складностi визначаються через поняття проблеми
вибору.

Проблема вибору - це задача на довiльнiй множинi вхiдних даних,
розв’язком якої є булеве значення «Так» чи «Нi».

Рис. 1.1. Взаємозв’язок класiв складностi при припущеннi, що 𝑃 ̸= 𝑁𝑃

Основними класами складностi є:

• P - множина проблем вибору, якi можуть бути розв’язаними за по-
лiномiальний час, тобто за час 𝑂(𝑛𝑘), де 𝑛 - обсяг вхiдних даних, 𝑘 -
деяка константа.
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• NP - множина проблем вибору, якi мають наступну властивiсть: Якщо
вiдповiдь - «Так», то iснує доведення цього факту, яке може бути пере-
вiрене за полiномiальний час. Будь-яка проблема з класу P належить
класу NP (P ⊆ NP). А чи виконується це включення в iншу сторону
(NP ⊆ P), поки ще невiдомо.

• NP-повнi (NPC) - множина проблем вибору, якi належать до класу
NP та будь-яка проблема з NP може бути зведена до даної за полiно-
мiальний час. Взагалi, NP-повнi проблеми є найбiльш складними у
класi NP.

• NP-складнi - множина проблем вибору, якi не обов’язково належать
до класу NP та будь-яка проблема з NP може бути зведена до даної
за полiномiальний час. Будь-яка NP-повна проблема є NP-складною.
NP-складна проблема, взагалi, може бути набагато складнiшою, нiж
проблеми з класу NP.

Для NP-складних задач досi не знайдено полiномiального алгоритму.
Це означає, що час їх розв’язання може дуже сильно зростати при збiльшеннi
обсягу вхiдних даних.

1.2 Задачi комбiнаторної оптимiзацiї

Нехай заданi множина елементiв довiльної природи 𝑉 та функцiя
𝑓 : 𝑉 → R. Функцiю 𝑓 зазвичай називають функцiєю вартостi.

Задача комбiнаторної оптимiзацiї полягає у знаходженнi оптимального
(наприклад, максимального чи мiнiмального) значення функцiї вартостi 𝑓
та вiдповiдних елементiв iз множини 𝑉 .

Уперше список NP-повних задач склав Рiчард Карп [4]. За допомогою
теореми Кука [15] вiн довiв, що NP-повна задача о виконуваностi булевої
формули (SAT) може бути зведена до однiєї з 21 задач комбiнаторної
оптимiзацiї (якi, таким чином, теж є NP-повними).

Список Карпа включає декiлька важливих задач на графах, зокрема
задачу о пошуку Гамiльтонова цикла, задачi про клiку та покриття клiки,
задачi про вершинне покриття та максимальний розрiз.
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1.3 NP-повнi задачi комбiнаторної оптимiза-
цiї на графах

• Задача пошуку Гамiльтонова шляха (шляха, який проходить через усi
вершини графа рiвно один раз)

• Задача пошуку Гамiльтонова цикла. Є зуженням задачi пошуку Га-
мiльтонова шляха.

• Задача комiвояжера (TSP) - полягає у знаходженнi найкоротшого за-
мкненому маршруту мiж мiстами. Зводиться до пошуку Гамiльтонова
цикла с найменшою сумою ваг ребер.

• Задача о знаходженнi маршруту транспортного засобу (VRP). Є уза-
гальненням задачi комiвояжера. Найчастiше розглядається з обмеже-
нням на об’єм (CVRP) чи з обмеженням на об’єм та час (CVRP-TW).

• Задача пошуку клiки (множини сумiжних вершин). Найчастiше роз-
глядається задача про пошук клiки з максимальною кiлькiстю вершин

• Задача пошуку максимальної незалежної множини (множини попарно
несумiжних вершин). Цю задачу можна звести до задачи пошуку
максимальної клiки.

• Задача пошуку максимального розрiзу (множини ребер, видалення
яких дiлить граф на два iзольованих подграфа).

• Задача пошуку мiнiмального вершинного покриття (множини вершин,
iнцидентних усiм ребрам графа).
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РОЗДIЛ 2

ОГЛЯД МЕТОДIВ НАВЧАННЯ З

ПIДКРIПЛЕННЯМ

Навчання з пiдкрiпленням є рiзновидом машинного навчання. Клю-
човою його вiдмiннiстю є набуття «знань» через взаємодiю iз середовищем.

2.1 Основнi поняття

2.1.1 Марковський процес вирiшування

Для розв’язання задачi за допомогою методiв навчання з пiдкрiплен-
ням, її потрiбно представити у виглядi марковського процесу вирiшування
(MDP).

Марковський процес вирiшування - це випадковий процес керу-
вання з дискретним часом, який визначається як четвiрка (𝑆,𝐴, 𝑇,𝑅):

• 𝑆 - множина станiв, у яких може знаходитися середовище
• 𝐴 - множина дiй, якi може зробити агент.
• 𝑇 (𝑠, 𝑎, 𝑠′) - функцiя переходу зi стану 𝑠 до стану 𝑠′ за допомогою дiї 𝑎.

У задачах комбiнаторної оптимiзацiї ця функцiя є заданою.
• 𝑅(𝑠, 𝑎) - функцiя негайної винагороди за виконання дiї 𝑎 у станi 𝑠

Рис. 2.1. Дiаграма взаємодiї агента iз середовищем у форматi марковського
процесу вирiшування [2]
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Часто до цих елементiв додають фактор дисконту 𝛾 (0 < 𝛾 ≤ 1), який
мотивує агента орiєнтуватися на винагороду у короткостроковiй перспективi.

Нехай маємо вихiдний стан середовища 𝑠0. Послiдовно обираючи дiї
𝑎 ∈ 𝐴𝑠 (де 𝐴𝑠 ⊆ 𝐴 - множина можливих дiй зi стану 𝑠) та застосовую-
чи функцiю переходу 𝑇 (𝑠, 𝑎), отримуємо послiдовнiсть станiв та дiй, яку
називають траєкторiєю:

[𝑠0, 𝑎0, 𝑠1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝐻−1, 𝑠𝐻 ]

Будемо розглядати лише скiнченнi траєкторiї (якщо траєкторiя є
нескiнченною, то дуже важко пiдрахувати кумулятивну винагороду). Тодi
скiнченне число 𝐻 називається довжиною траєкторiї чи горизонтом. 𝑠𝐻 у
такому випадку є термiнальним (чи кiнцевим) станом. Слiд зазначити, що
таких станiв може бути декiлька.

2.1.2 Рiвняння оптимальностi Беллмана

Поведiнка агента, тобто вiдповiдна дiя у кожному станi, задається
функцiєю полiтики 𝜋(𝑠) : 𝑆 → 𝐴. Частiше за все вона є стохастичною,
тобто представляє собою вектор ймовiрностей для кожної дiї у певному
станi.

Головною задачею агента є максимiзацiя кумулятивної (суммарної)
винагороди. Цього можна досягнути лише вибором найбiльш «вигiдної»
послiдовностi дiй. Та оскiльки вибiр дiй здiйснюється за допомогою полiтики,
то нам потрiбно знайти оптимальну полiтику 𝜋*:

𝜋* = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥
𝜋

E[
𝐻∑︁
𝑡=0

𝛾𝑡𝑅(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)],

яка максимiзує кумулятивну дисконтну винагороду.

При розробцi багатьох алгоритмiв буває корисним знати, настiльки
добре для агента знаходитися у певному станi 𝑠 чи здiйснювати дiю 𝑎 зi
стану 𝑠. Для цього використовують функцiї стану-значення та дiї-значення.

Функцiя стану-значення 𝑉𝜋(𝑠) вiдображає очiкувану кумулятивну
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винагороду, якщо агент починає зi стану 𝑠 та пiсля цього дотримується
полiтики 𝜋:

𝑉𝜋(𝑠) = E
𝜋
[
𝐻∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘𝑅𝑡+𝑘+1

⃒⃒
𝑠𝑡 = 𝑠], ∀𝑠 ∈ 𝑆

Функцiя дiї-значення 𝑄𝜋(𝑠, 𝑎) визначається як очiкувана кумулятивна
винагорода при умовi, що агент, знаходячись у початковому станi 𝑠, виконає
дiю 𝑎, а потiм буде дотримуватись полiтики 𝜋:

𝑄𝜋(𝑠, 𝑎) = E
𝜋
[
𝐻∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘𝑅𝑡+𝑘+1

⃒⃒
𝑠𝑡 = 𝑠, 𝑎𝑡 = 𝑎]

Рис. 2.2. Функцiї 𝑉𝜋(𝑠) та 𝑄𝜋(𝑠, 𝑎) [2]

Нехай 𝜋(𝑎|𝑠) - ймовiрнiсть того, що полiтика 𝜋 обере наступною дiю
𝑎, коли агент знаходиться у станi 𝑠. Очевидно, що

∑︀
𝑎 𝜋(𝑎|𝑠) = 1, тобто iз

поточного (нетермiнального) стану 𝑠 завжди можна перейти у наступний.

Тодi можемо функцiю стану-значення представити як суму добуткiв
функцiй дiї-значення усiх можливих дiй 𝑎 ∈ 𝐴𝑠 у станi 𝑠 на вiдповiднi
ймовiрностi обрання таких дiй згiдно полiтицi 𝜋 у поточному станi:

𝑉𝜋(𝑠) =
∑︁
𝑎∈𝐴𝑠

𝜋(𝑎|𝑠) ×𝑄𝜋(𝑠, 𝑎)

Оскiльки функцiя стану-значення визначається через кумулятивну
суму дисконтованих майбутнiх винагород, можна представити її як суму
негайної винагороди та дисконтованої функцiї стану-значення у наступних
станах. Таке подання є рiвнянням Беллмана для 𝑉𝜋(𝑠):
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𝑉𝜋(𝑠) =
∑︁
𝑎∈𝐴𝑠

𝜋(𝑎|𝑠)
∑︁
𝑠′

𝑃 (𝑠′|𝑠, 𝑎))[𝑅(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑉𝜋(𝑠′)], ∀𝑠 ∈ 𝑆,

де 𝑠′ - наступний стан, 𝑅(𝑠, 𝑎) - негайна винагорода при переходi зi
стану 𝑠 у стан 𝑠′ за допомогою дiї 𝑎, 𝑃 (𝑠′|𝑠, 𝑎) - ймовiрнiсть переходу за
допомогою дiї 𝑎 у стан 𝑠′ зi стану 𝑠.

Враховуючи взаємозв’язок функцiй 𝑉𝜋(𝑠) та 𝑄𝜋(𝑠, 𝑎), можемо записати
рiвняння Беллмана для функцiї дiї-значення:

𝑄𝜋(𝑠, 𝑎) =
∑︁
𝑠′

𝑃 (𝑠′|𝑠, 𝑎) [𝑅(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑉𝜋(𝑠′)]

Для оптимальної полiтики 𝜋* маємо вiдповiднi оптимальнi функцiї
стану-значення 𝑉 *(𝑠) та дiї-значення 𝑄*(𝑠, 𝑎):

𝑉 *(𝑠) = max
𝜋

𝑉𝜋(𝑠), ∀𝑠 ∈ 𝑆

𝑄*(𝑠, 𝑎) = max
𝜋

𝑄𝜋(𝑠, 𝑎), ∀𝑠 ∈ 𝑆,∀𝑎 ∈ 𝐴

Функцiю 𝑄*(𝑠, 𝑎) можна записати за допомогою 𝑉 *(𝑠):

𝑄*(𝑠, 𝑎) = E [𝑟𝑡+1 + 𝛾𝑉 *(𝑠𝑡+1)
⃒⃒
𝑠𝑡 = 𝑠, 𝑎𝑡 = 𝑎]

Враховуючи, що
𝑉𝜋(𝑠) = max

𝑎
𝑄𝜋(𝑠, 𝑎)

та
𝑉 *(𝑠) = max

𝑎
𝑄*(𝑠, 𝑎),

можемо отримати рiвняння оптимальностi Беллмана для функцiй
𝑉 *(𝑠) та 𝑄*(𝑠, 𝑎):

𝑉 *(𝑠) = max
𝑎∈𝐴𝑠

∑︁
𝑠′

𝑃 (𝑠′|𝑠,𝑎)[𝑅(𝑠, 𝑎) + 𝛾𝑉 *(𝑠′)]
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𝑄*(𝑠, 𝑎) =
∑︁
𝑠′

𝑃 (𝑠′|𝑠, 𝑎)[𝑅(𝑠, 𝑎) + 𝛾 max
𝑎′∈𝐴𝑠′

𝑄*(𝑠′, 𝑎′)]

2.2 Класифiкацiя методiв навчання з пiдкрi-
пленням

Оскiльки розв’язання задачi методами навчання з пiдкрiпленням є ре-
зультатом певної послiдовностi взаємодiй агента iз середовищем, то виникає
питання моделювання цього середовища. Маючи модель середовища, можна
побудувати бiльш точну полiтику та збiльшити кумулятивну винагороду.
Але такий пiдхiд спрацьовує не у всiх випадках. Дiйсно, якщо середовище
є дуже складним та слабкопрогнозованим, то побудова його моделi може
виявитися надто складною та взагалi непотрiбною. Тому у навчаннi з пiд-
крiпленням сформувалися два загальних класа методiв - методи, заснованi
на моделi середовища, та методи без моделi.

Рис. 2.3. Cхема класифiкацiї методiв навчання з пiдкрiпленням [16]

2.2.1 Методи без моделi

Методи без моделi будують розв’язок (тобто оптимальну полiтику),
спираючись лише на досвiд взаємодiї агенту iз середовищем. Вони навiть не
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намагаються спрогнозувати чи смоделювати саме середовище. Такий пiдхiд
є дуже ефективним у складних чи недостатньо дослiджених середовищах,
але не може будувати досить довгостроковi передбачення.

Такi методи можуть бути заснованими на наближеннi значення (value-
based) чи на наближеннi полiтики (policy-based).

Методи, заснованi на значеннi

Цi методи заснованi на наближеннi функцiї дiї-значення 𝑄𝜋(𝑠, 𝑎) до
оптимальної функцiї дiї-значення 𝑄*(𝑠, 𝑎).

У методi Q-навчання [3] функцiя 𝑄(𝑠, 𝑎) розраховується iтеративно
за допомогою рiвняння оптимальностi Беллмана.

Функцiя 𝑄(𝑠, 𝑎) представляється за допомогою Q-таблицi, де на пе-
ретинi рядкiв (якi вiдповiдають станам середовища) та стовпчикiв (якi
вiдповiдають дiям) знаходяться чисельнi оцiнки функцiї дiї-значення для
певних стану та дiї.

Пiсля кожної дiї 𝑎𝑡, виконаної агентом у станi 𝑠𝑡, вiдбувається уточне-
ння значення вiдповiдної клiтинки Q-таблицi за формулою:

𝑄new(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) = 𝑄old(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝛼
[︁
𝑅𝑡 + 𝛾 max

𝑎
𝑄(𝑠𝑡+1, 𝑎) −𝑄(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)

]︁
,

де 𝑅𝑡 - негайна винагорода, отримана при переходi зi стану 𝑠𝑡 до стану
𝑠𝑡+1 за допомогою дiї 𝑎𝑡.

Метод Q-навчання є дуже простим та наочним, окрiм цього є добрi те-
оретичнi доведення сходимостi 𝑄 → 𝑄* [3]. Але його застосування обмежено
простими задачами з малою кiлькiстю можливих станiв та дiй.

Щоб усунути обмеженiсть Q-навчання для складних задач, була роз-
роблена нейронна мережа DQN [6] (Deep Q-network), яка аппроксимує
функцiю оптимального значення 𝑄*. DQN складається зi згорткових та
повнозв’язних шарiв. При її розробцi було зроблено декiлька оптимiзацiй,
щоб усунути кореляцiю мiж спостереженнями та покращити сходимiсть.



14

Методи, заснованi на полiтицi

Щоб не наближати спочатку функцiю оптимального значення 𝑄*, а
потiм оптимальну полiтику 𝜋*, ми можемо одразу наближати оптимальну
полiтику 𝜋* за допомогою теореми о градiєнтi полiтики [2].

Також iснує метод REINFORCE, заснований на модифiкацiї цiєї тео-
реми, який використовує методи Монте-Карло для покращення сходимостi.

2.2.2 Методи, заснованi на моделi середовища

Якщо методи без моделi орiєнтуються лише на досвiд взаємодiї iз
середовищем, методи, заснованi на моделi середовища, використовують
певну iнформацiю о середовищi. Це може бути наперед задана iнформацiя
(наприклад, функцiя переходу T(s, a, s’)), а також iнформацiя, отримана
у процесi навчання (наприклад, ваги нейронної мережi, яка апроксимує
середовище).

Побудована модель середовища дозволяє планувати дiї у довгостро-
ковiй перспективi, що знайшло застосування у вирiшеннi багатокрокових
iгор. Маючи модель середовища, можна обрахувати можливi наступнi стани,
подивитись, який виграш можна отримати, та побудувати послiдовнiсть
крокiв вiдповiдним чином.

AlphaGo Zero

AlphaGo Zero [23] - це нейронна мережа, яка розроблена для гри в Go.
Вона досягла надлюдської майстерностi у цiй грi без використання даних
людських iгор.

Нехай 𝑠 - стан iгрової дошки. Нейронна мережа 𝑓𝜃 приймає на вхiд цей
стан, та на виходi має два значення: 𝑝 - вектор ймовiрностей для кожного
кроку та 𝑣 ∈ [−1, 1] - значення поточного стану (чим ближче до 1, тим
бiльша ймовiрнiсть виграти гру).

(𝑝, 𝑣) = 𝑓𝜃(𝑠)
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Головна iдея алгоритму складається у тренуваннi нейронних мереж за
допомогою гри iз самим собою. Нейронна мережа 𝑓𝜃 тренується таким чином,
що 𝑝 iмiтує полiтику 𝜋, покращену за допомогою пошуку по дереву Монте-
Карло (MCTS), а 𝑣 iмiтує фактичну винагороду 𝑧 (𝑧 = 1, якщо гравець
виграв i 𝑧 = −1, якщо гравець програв). Iншими словами, мiнiмiзується
функцiя втрат:

𝐿 = (𝑧 − 𝑣)2 + CrossEntropy(𝑝, 𝜋) + 𝑐reg‖𝜃‖22,

де 𝑐reg - невiд’ємна константа.

Пошук по дереву Монте-Карло (MCTS) - це еврiстичний метод пошуку
по великим деревоподiбним масивам даних.

У AlphaGo Zero це дерево являє собою частину дерева гри Go, де
вершини вiдповiдають станам гри 𝑠 ∈ 𝑆, а ребра - вiдповiдним крокам
(дiям) 𝑎 ∈ 𝐴. Кожне ребро (𝑠, 𝑎) вiдповiдає кроку 𝑎 у станi 𝑠 та додатково
зберiгає четвiрку значень

• 𝑁(𝑠, 𝑎) - кiлькiсть вiдвiдувань
• 𝑊 (𝑠, 𝑎) - загальне значення дiї-значення
• 𝑄(𝑠, 𝑎) - середнє значення дiї-значення
• 𝑃 (𝑠, 𝑎) - попередня ймовiрнiсть

Iтерацiя алгоритму MCTS в AlphaGo Zero складається iз трьох етапiв:

1) Вибiр (select). Починаючи вiд кореневого вузла, ми обираєм дiю 𝑎,
яка максимiзує верхню межу довiри (UCB):

UCB = 𝑄(𝑠, 𝑎) + 𝑐puct𝑃 (𝑠, 𝑎)

√︀∑︀
𝑎′ 𝑁(𝑠, 𝑎′)

1 + 𝑁(𝑠, 𝑎)
→ max ,

де 𝑐puct - невiд’ємна константа.
2) Розширення (expand). Коли пошук досягає недослiдженої вершини 𝑠,

четвiрка значень у ребрi iнiцiалiзується за допомогою передбачення
мережi (𝑝, 𝑣) = 𝑓𝜃(𝑠).

3) Зворотнє поширення (backup). Пiсля розширення нової вершини, ко-
жне вiдвiдане ребро обходиться у зворотньому порядку, а його значен-
ня оновлюються таким чином, щоб пiдтримувати актуальне значення
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𝑄:

𝑄(𝑠, 𝑎) =
1

𝑁(𝑠, 𝑎)

∑︁
𝑠′|𝑠,𝑎→𝑠′

𝑣𝑠′,

де пiдсумовування проводиться по станам 𝑠′, досягнутим зi стану 𝑠

пiсля виконання дiї 𝑎.
Також оновлюються значення 𝑁(𝑠, 𝑎) та 𝑊 (𝑠, 𝑎).

Рис. 2.4. Три етапи алгоритму MCTS [16]

Пiсля декiлькох iтерацiй, для ∀𝑎 ∈ 𝐴𝑠0 обчислюється вектор ймовiр-
ностей 𝜋:

𝜋𝑎 =
𝑁(𝑠0, 𝑎)1/𝜏∑︀
𝑏𝑁(𝑠0, 𝑏)1/𝜏

,

де 𝜏 - параметр температури.

Алгоритм AlphaGo Zero пiзнiше був розширений до AlphaZero [24],
який окрiм Go пiдтримує шахи та сьоґi (японськi шахи). У 2019 роцi був за-
пропонований алгоритм MuZero [25], який не тiльки здатен грати в настiльнi
та комп’ютернi iгри, але й грає в iгри, не знаючи їхнiх правил. Удосконалена
версiя MuZero - EfficientZero [26] побачила свiт наприкiнцi 2021-го року.
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РОЗДIЛ 3

РОЗВ’ЯЗАННЯ NP-СКЛАДНИХ ЗАДАЧ НА

ГРАФАХ ЗА ДОПОМОГОЮ НАВЧАННЯ З

ПIДКРIПЛЕННЯМ

Оскiльки частiше за все буває необхiдним розв’язувати лише одну
певну задачу, то бiльшiсть розроблених методiв та пiдходiв зорiєнтованi
саме на це. Наприклад, у недавнiх дослiдженнях пропонується розв’язувати
задачу коммiвояжера (TSP) за допомогою графових нейронних мереж з
покажчиками (GPN) [5] чи за допомогою структури encoding-decoding [8].

У 2017 роцi був запропонований принципово новий пiдхiд - S2V-DQN
[7], який дозволив вирiшувати задачi на графах у загальному виглядi, не
спираючись на специфiку розв’язання конкретних задач та не використову-
ючi жодних алгоритмiв на графах. Головне - це коректно подати задачу у
виглядi MDP.

Згодом, у 2019 роцi цей пiдхiд був покращений. Фреймворк CombOpt
Zero усунув недолiки S2V-DQN за допомогою використання алгоритму
MCTS у варiацiї AlphaGo Zero, а також застосування рiзних графових
нейронних мереж. Також CombOpt Zero був протестований на бiльшiй
кiлькостi задач.

S2V-DQN та CombOpt Zero мають двi суттєвi переваги:

• Навчання вiдбувається без жодних тренувальних даних. Алгоритми
самостiйно генерують тренувальнi данi та навчаються на них. Це
означає, що не потрiбно збирати та балансувати датасети, а можна
увесь час витратити на тренування та пiдбiр гiперпараметрiв.

• Навчання вiдбувається без iнформацiї о конкретнiй вирiшуванiй задачi.
Це позбавляє алгоритм вiд «ухилу» чи «упередженостi» до конкретної
задачi. Завдяки цьому можна легко адаптувати його до нової задачi
(точнiше, не сам алгоритм тренування, а його обгортку), а також
працювати над самим алгоритмом у загальному виглядi.
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3.1 Загальний пiдхiд

Рис. 3.1. Cхема розв’язання задачi на графах за допомогою навчання з
пiдкрiпленням [16]

Алгоритм розв’язання задачi на графах за допомогою навчання з
пiдкрiпленням у загальному виглядi складається з наступних етапiв:

3.1.1 Зведення задачi до MDP

Оскiльки агент навчається у середовищi, побудованому за законами
марковського процесу вирiшування, то розв’язувану задачу необхiдно звести
до нього.

Це можна зробити, вказавши стандартнi для будь-якого MDP множини
станiв 𝑆, термiнальних станiв 𝑆end та дiй 𝐴𝑠, функцiю 𝑇 (𝑠, 𝑎, 𝑠′) переходу з
попереднього стану 𝑠 до наступного 𝑠′ дiєю 𝑎, та 𝑅(𝑠, 𝑎) - функцiю негайної
винагороди.

Окрiм цього, потрiбно вказати параметри, притаманнi задачам на
графах, а саме:

• Init - функцiя, яка вiдображає вихiдний граф 𝐺0 у початковий стан
𝑠0.
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• 𝑑 : 𝑉 → 𝐿 - функцiя розмiтки графу, яка кожнiй вершинi ставить у
вiдповiднiсть певну мiтку з довiльного простiру 𝐿. Ця функцiя може
бути використана, наприклад, у задачi пошуку максимального розрiзу.

• 𝐿 - простiр мiток.

Цiллю розв’язання задачi, таким чином, є пошук траєкторiї (чи, мо-
жливо, траєкторiй) [𝑠0, 𝑎0, 𝑠1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝐻−1, 𝑠𝐻 ∈ 𝑆end], якi забезпечать макси-
мальну суму негайних винагород 𝑅(𝑠𝑖, 𝑎𝑖), 𝑖 = 0, 𝐻 − 1, якщо 𝑠0 = Init(𝐺0):

𝑟*(Init(𝐺0)) = max
𝐻−1∑︁
𝑖=0

𝑅(𝑠𝑖, 𝑎𝑖)

Наприклад, для задачi пошуку мiнiмального вершинного покриття
можна обрати необхiднi компоненти MDP наступним чином:

• 𝑆 - стани вiдповiдають графам
• 𝑆end - множина пустих графiв (|𝑉 | = |𝐸| = 0)
• 𝐴𝑠 = 𝑉 - дiями є вибiр однiєї вершини
• 𝑇 - перехiд до наступного стану (тобто отримання графу, вiдповiдного

до наступного стану) вiдбувається за допомогою видалення певної
вершини (𝑣 = 𝑎), ребер, iнцидентних їй, та усiх iзольованих вершин

• 𝑅(𝑠, 𝑎) ≡ −1 - оскiльки ми хочемо отримати траєкторiю з мiнiмальною
довжиною

• Init - вiдповiдає початковому графу
• 𝑑(𝑠) ≡ 1, 𝐿 = R - у цiй задачi нам не потрiбно розмiчати граф

Тодi множина дiй 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝐻−1, максимiзуюча 𝑟*, буде вiдповiдати
множинi вершин графа, що утворює мiнiмальне вершинне покриття цього
графа.

3.1.2 Вибiр графової нейронної мережi

Графова нейронна мережа (GNN) - це нейронна мережа, яка на входi
приймає граф. Аналогiчно тому, як в обробцi зображень зручно викори-
стовувати згортковi нейроннi мережi, GNN стають у нагодi при роботi з
графами. Вони допомагають перетворити iнформацiю о структурi графу
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на багатовимiрний масив. Кожнiй вершинi графу ставиться у вiдповiднiсть
вектор, який вiдображає її зв’язок iз сусiднiми вершинами. Також можливе
опрацювання довiльних додаткових властивостей вершини (наприклад, її
«колiру» чи значення функцiї розмiтки 𝑑).

S2V

Мережа S2V (structure2vec) [21] перетворює вихiдних граф у масив
репрезентацiй.

Нехай маємо властивiсть вершини на входi 𝐻(0) ∈ R𝑛×𝐶0, 𝐿 - кiлькiсть
шарiв.

Властивостi вершин поширюються за формулою

𝐻(𝑙+1)
𝑣 = ReLU(𝜃1𝐻

(0)
𝑣 + 𝜃2

∑︁
𝑢∈Neighbors(𝑣)

𝐻(𝑙)
𝑢 ),

де 𝜃1 ∈ R𝑝×𝐶0, 𝜃2 ∈ R𝑝×𝑝, 𝑝 - фiксоване цiле число.

В останньому шарi властивостi усiх вершин поєднуються, щоб закоду-
вати увесь граф:

𝑦𝑣 = 𝜃𝑇3 ×𝑅𝑒𝐿𝑈

(︃[︃
𝜃4
∑︁
𝑢∈𝑉

𝐻(𝐿)
𝑢 , 𝜃5𝐻

(𝐿)
𝑣

]︃)︃
,

де 𝜃3 ∈ R𝐶out×2𝑝, 𝜃4, 𝜃5 ∈ R𝑝×𝑝, [·, ·] - оператор конкатенацiї.

GCN

Мережа GCN [22] за структурою схожа на згорткову нейронну мережу.
Структура її шарiв нагадує спектральнi згортки на графах.

Нехай маємо властивiсть вершини на входi 𝐻(0) ∈ R𝑛×𝐶0, 𝐿 - кiлькiсть
шарiв.

Застосовується наступне правило поширення:

𝐻(𝑙+1) = 𝜎(�̃�−1/2𝐴�̃�−1/2𝐻(𝑙)𝜃(𝑙)),
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де 𝐴 = 𝐴 + 𝐼𝑛 - матриця сумiжностi графу 𝐴 з доданими до кожної
вершини петлями (𝐼𝑛 - одинична матриця розмiрностi 𝑛× 𝑛), �̃�𝑖𝑖 =

∑︀
𝑗 𝐴𝑖𝑗,

𝜃(𝑙) - тренованi ваги 𝑙-го шару, �̃�−1/2 - множники для нормалiзацiї 𝐴.

3.1.3 Застосування алгоритму навчання з пiдкрiплен-

ням

До репрезентацiй, отриманих за допомогою GNN, застосовується пев-
ний алгоритм навчання з пiдкрiпленням. Це може бути модифiкований
алгоритм 𝑄-навчання, як у методi S2V-DQN, чи адаптований варiант по-
шуку по дереву Монте-Карло, як в CombOpt Zero. Далi наведено бiльш
детальнiший опис кожного з цих методiв.

3.2 Методи

3.2.1 S2V-DQN

S2V-DQN [7] - це метод для розв’язання широкого класу оптимiзацiй-
них задач на графах. Зокрема, в оригiнальнiй публiкацiї автори розглядають
чотири задачi - про мiнiмальне вершинне покриття, максимальний розрiз,
покриття множини та задачу комiвояжера.

Для кожної з вершин графа 𝑣 ∈ 𝑉 за допомогою мережi S2V розрахо-
вуються 𝑝-вимiрнi вектори властивостей 𝜇𝑣. При цьому також враховується
поточне часткове рiшення 𝑆 (множина обраних на поточний момент вершин
графа).

Вектори властивостей 𝜇
(𝑡+1)
𝑣 розраховуються таким чином, щоб упро-

стити подальшу параметризацiю функцiї �̂�(ℎ(𝑆), 𝑣; Θ) (ℎ(𝑆) - допомiжна
функцiя, яка залежить вiд задачi), а саме:

𝜇(𝑡+1)
𝑣 = ReLU

⎛⎝𝜃1𝑥𝑣 + 𝜃2
∑︁

𝑢∈Neighbors(v)

𝜇(𝑡)
𝑢 + 𝜃3

∑︁
𝑢∈Neighbors(v)

𝑅𝑒𝐿𝑈 (𝜃4𝑤(𝑣, 𝑢))

⎞⎠ ,
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де 𝜃1, 𝜃4 ∈ R𝑝, 𝜃2, 𝜃3 ∈ R𝑝×𝑝 - параметри моделi.

Пiсля того, як вектори властивостей були пiдрахованi за допомогою
𝑇 iтерацiй (зазвичай, для графiв беруть мале 𝑇 , наприклад 𝑇 = 4), їх
використовуються для визначення функцiї �̂�(ℎ(𝑆), 𝑣; Θ):

�̂�(ℎ(𝑆), 𝑣; Θ) = 𝜃𝑇5 ReLU

(︃[︃
𝜃6
∑︁
𝑢∈𝑉

𝜇(𝑇 )
𝑢 , 𝜃7𝜇

(𝑇 )
𝑣

]︃)︃
,

де 𝜃5 ∈ R2𝑝, 𝜃6, 𝜃7 ∈ R𝑝×𝑝 - параметри, [·, ·] - оператор конкатенацiї.

Функцiя �̂�(ℎ(𝑆), 𝑣; Θ), таким чином, залежить вiд набору 7 параметрiв
Θ = {𝜃𝑖}7𝑖=1. Для її навчання використовується комбiнацiя 𝑛-крокового 𝑄-
навчання та пiдiгнаної 𝑄-iтерацiї.

𝑛-крокове 𝑄-навчання допомагає бачити винагороди у бiльш довго-
строковiй перспективi, що дозволяє будувати бiльш оптимальнi траєкторiї.
Вiдбувається мiнiмiзацiя квадратичної функцiї втрат:

𝐿 =
(︁
𝑦 − �̂�(ℎ(𝑠𝑡), 𝑣𝑡; Θ)

)︁2
→ min ,

де

𝑦 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑅(𝑠𝑡+𝑖, 𝑣𝑡+𝑖) + 𝛾 max
𝑣′

�̂�(ℎ(𝑠𝑡+𝑛), 𝑣′; Θ)

Пiдiгнана 𝑄-iтерацiя оновлює 𝑄-функцiю за допомогою батчей з да-
тасету 𝐸, який складається iз даних з попереднiх епiзодiв (послiдовностей
дiй, якi складають повний розв’язок задачi) тренування. Замiсть одиничних
градiєнтних крокiв, оновлення здiйснюється за допомогою стохастичного
градiєнтного спуску (SGD). Ця технiка має назву повторення досвiду. Вона
дозволяє покращити сходимiсть навчання.

Функцiя �̂� є наближенням оптимальної функцiї 𝑄*. На основi �̂�

визначається детермiнiстична жадiбна полiтика:

𝜋(𝑣|𝑆) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥
𝑣′∈𝑆

�̂�(ℎ(𝑆), 𝑣′)
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3.2.2 CompOpt Zero

Метод CompOpt Zero [9] був розроблений на базi S2V-DQN. Його
автори виявили, що S2V-DQN демонструє поганi результати на деяких
видах графiв, вiдмiнних вiд випадкових, зокрема на синтетичних графах та
на графах з реальних задач. На їхню думку, така поведiнка була спричинена
обмеженiстю простiру дослiдження у методi Q-навчання.

Q-навчання було замiнено на нову стратегiю навчання, яка отрима-
ла назву CombOpt Zero. У експериментах вона показала значно кращу
здатнiсть до узагальнення на рiзноманiтних графах.

Особливостi адаптацiї алгоритму AlphaGo Zero для задач на гра-
фах

При адаптацiї алгоритму AlphaGo Zero для розв’язання задач комбi-
наторної оптимiзацiї на графах, були врахованi двi особливостi:

• Рiзнi розмiрностi станiв. У грi Go стани представленi матрицею
фiксованого розмiру 19 × 19. У задачах на графах стани представ-
ленi графами довiльного розмiру. Ця особливiсть легко вирiшується
застосуванням графової нейронної мережi замiсть згорткових мереж
у AlphaGo Zero.

• Рiзнi можливi значення станiв. Оскiльки результат гри в Go може
бути лише «виграв» чи «програв», значення стану легко змоделювати
як «ймовiрнiсть виграшу» iз дiапазоном можливих значень [−1, 1].
Але вiдповiдь на задачу комбiнаторної оптимiзацiї може приймати
значення з довiльного дiапазону. Вона може зростати необмежено,
в залежностi вiд розмiру графу. Для вирiшення цiєї проблеми була
запропонована технiка нормалiзацiї винагороди.

Технiка нормалiзацiї винагороди

Технiка нормалiзацiї винагороди призводить до наступних змiн, по-
рiвняно з AlphaGo Zero:

• У прогнозах нейронної мережi (𝑝, 𝑣) = 𝑓𝜃 замiсть скаляру 𝑣 ∈ [−1, 1]
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введено вектор 𝑣, у якому 𝑣𝑎 прогнозує нормалiзовану винагороду за
виконання дiї 𝑎 зi стану 𝑠.
Нормалiзована винагорода визначається за формулою:

𝑣𝑎 =
𝑅(𝑠, 𝑎) + 𝑟*(𝑇 (𝑠, 𝑎)) − 𝜇𝑠

𝜎𝑠
,

де 𝜇𝑠 та 𝜎𝑠 - середнє значення та стандартне вiдхилення кумулятивної
винагороди, отриманої за допомогою випадкових iгор зi стану 𝑠.

• При оцiнцi значення стану 𝑠, ми виконуємо дiю 𝑎, яка максимiзує 𝑣𝑎

та вiдновлюємо вихiдне ненормалiзоване значення винагороди, вико-
ристовуючи 𝜇𝑠 та 𝜎𝑠:

𝑟estim(𝑠) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝑠 ∈ 𝑆end

𝜇𝑠 + 𝜎𝑠 × max
𝑎∈𝐴𝑠

𝑣𝑎, iнакше

• За аналогiєю, в iтерацiях MCTS значення 𝑊 (𝑠, 𝑎) та 𝑄(𝑠, 𝑎) мiстять
суму та середнє нормалiзованих оцiнок дiї-значення.
Вiдповiдно, вiдбувається змiна етапу зворотнього поширення (backup)
у MCTS: ми обчислюємо кумулятивну винагороду на батькiвськiй
вершинi як i ранiше: 𝑟 = 𝑟 + 𝑅(𝑠, 𝑎), але пiсля цього ми знаходимо
нормалiзовану винагороду 𝑟′ = (𝑟 − 𝜇𝑠)/𝜎𝑠 та додаємо до 𝑊 (𝑠, 𝑎)

вже цю нормалiзовану винагороду 𝑊 (𝑠, 𝑎) = 𝑊 (𝑠, 𝑎) + 𝑟′. Середнє
значення 𝑄(𝑠, 𝑎) рахується вже за нормалiзованим 𝑊 (𝑠, 𝑎): 𝑄(𝑠, 𝑎) =

𝑊 (𝑠, 𝑎)/𝑁(𝑠, 𝑎), а тому теж мiстить нормалiзоване значення.

Рис. 3.2. Змiни в оновленнi винагород на етапi backup MCTS [9]

• На кожному ребрi дерева MCTS окрiм четвiрки

𝑁(𝑠, 𝑎),𝑊 (𝑠, 𝑎), 𝑄(𝑠, 𝑎), 𝑃 (𝑠, 𝑎)
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зберiгається пара значень (𝜇𝑠, 𝜎𝑠) - середнє та стандартне вiдхилення
результатiв випадкових iгор.

Слiд зазначити, що технiка нормалiзацiї винагород звiльняє алгоритм
вiд специфiки задачи, тобто можна вирiшувати задачi iз рiзними критерiями,
не змiнюючи алгоритм тренування MCTS.

Тренування моделей

Подiбно до AlphaGo Zero, тренування CombOpt Zero складається iз
трьох ролей:

• Генератори даних (data generators) безперервно генерують записи
iгор з самими собою на випадкових графах, використовуючи MCTS з
найкращою на даний момент моделлю.
Записи iгор є послiдовностями (𝑠, 𝑎, 𝜋, 𝑧′) (дiя 𝑎 була зроблена зi
стану 𝑠 згiдно з покращеною за допомогою MCTS полiтикою 𝜋, та
𝑧′ = (𝑧 − 𝜇𝑅(𝑠))/𝜎𝑅(𝑠), де 𝑧 - кумулятивна винагорода зi стану 𝑠 до
термiнального стану).

• Учнi (learners) вибирають випадковi мiнi-батчi з даних, створених
генератором, та оновлюють параметри найкращої моделi так, щоб
мiнiмiзувати функцiю втрат

𝐿 = (𝑧′ − 𝑣𝑎)
2 + 𝐶𝑟𝑜𝑠𝑠𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 (𝑝, 𝜋) + 𝑐reg‖𝜃‖22 → min ,

де 𝑣𝑎 - елемент вектору 𝑣, який вiдповiдає дiї 𝑎, 𝑧′ - нормалiзована
кумулятивна винагорода.

• Оцiнювачi моделей (model evaluators) на згенерованих тестових випад-
кових графах порiвнюють середнi результати оновленої учнем моделi
та найкращої з наявних моделей. Якщо оновлена модель виявилася
кращою за найкращу вiдому, то оновлена модель записується замiсть
найкращої. Якщо нi, то нiчого не вiдбувається.

Слiд зазначити, що найкраща з наявних моделей використовується
одночасно усiма ролями: генераторами - для створення нових записiв iгор
через MCTS, учнями - для спроб покращити цю модель, оцiнювачами - для
порiвняння нової моделi iз найкращою.
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Також представникiв кожної з ролей може бути декiлька (тому ролi й
названi у множинi). Це реалiзується за допомогою декiлькох процесорiв чи
вiдеокарт, що дозволяє розпаралелити та прискорити обчислення.

Застосування

Даний метод був адаптований для задач про мiнiмальне вершинне по-
криття, максимальний розрiз, максимальну клiку, максимальну незалежну
множину та розрiзаюча цикли множина вершин.

Були апробованi рiзнi графовi нейроннi мережi, такi як S2V, GCN,
GIN та 2-IGN+. Також були проведенi рiзнi порiвняльнi експерименти на
випадкових та реальних графах.

У бiльшостi, отриманi результати значно випередили головного кон-
курента - метод S2V-DQN.
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РОЗДIЛ 4

РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI О МIНIМАЛЬНОМ

ВЕРШИННОМ ПОКРИТТI ЗА ДОПОМОГОЮ

МЕТОДУ COMBOPT ZERO

4.0.1 Постановка задачi

Нехай маємо заданий неорiєнтований незважений граф 𝐺 = (𝑉,𝐸),
де 𝑉 - множина вершин, 𝐸 - множина ребер.

Вершинним покриттям 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 називається така пiдмножина множини
ребер, що усi ребра графа є iнцидентними хоча б однiй вершинi з 𝑉 ′. Тобто
для усiх ребер ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 виконується хоча б один з виразiв 𝑥 ∈ 𝑉 ′, 𝑦 ∈ 𝑉 ′.

Задача о мiнiмального вершинного покриття полягає у пошуку вер-
шинного покриття з мiнiмальною кiлькiстю вершин |𝑉 ′| → min.

4.0.2 Тестовi данi

У якостi тестових даних було обрано 4 графа з наукового репозиторiю
мережевих даних Network Data Repository [20]:

• email-enron-only - взаємозв’язок email-iв вищого керiвництва корпо-
рацiї Enron. Вершини вiдображать менеджерiв, а ребра - їх контакт
за допомогою email.

• inf-USAir97 - зв’язок аеропортiв США, мiж якими компанiєю US
Air було здiйснено авiарейси у 1997 роцi. Вершини вiдображають
аеропорти, ребра - рейси.

• road-chesapeake - зв’язок дорiг у мiстi Чесапiк (США). Дороги
вiдображаються ребрами, а перехрестя - вершинами.

• road-euroroad - зв’язок європейських мiст за допомогою автомагi-
стралей. Вершини графа - мiста, ребра - магiстралi.

У таблицi 4.1 наведенi основнi характеристики тестових графiв.
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Назва графу |𝑉 | |𝐸| Середнiй ступiнь вершини

email-enron-only 143 623 8

inf-USAir97 332 2126 12

road-chesapeake 39 170 8

road-euroroad 1174 1417 2

Табл. 4.1. Основнi характеристики тестових графiв

4.0.3 Реалiзацiя методу

Метод CombOpt Zero був реалiзований за допомогою фреймворку для
автоматичного дифференцiювання PyTorch [17]. Для роботи iз графами був
використаний пакет NetworkX [18].

У якостi тренувальних та тестових даних використовувалися випадковi
графи Ердеша - Реньї [19] 𝐺(𝑛, 𝑝) (граф з числом вершин 𝑛, де кожне
ребро додається з ймовiрнiстю 𝑝 незалежно вiд iнших ребер). Параметри
𝑛min ≤ 𝑛 ≤ 𝑛max та 𝑝 вказанi у таблицi 4.2.

Набiр 1 Набiр 2

𝑛min 15 20

𝑛max 20 30

𝑝 0.5 0.6

GNN S2V GCN

Табл. 4.2. Набори гiперпараметрiв

Розмiр батча всюди використовувався 16.

З першим набором гiперпараметрiв використовувалася графова ней-
ронна мережа S2V з параметрами 𝑝 = 64, 𝐿 = 5.

З другим набором була використана бiльш нова мережа GCN з пара-
метрами 𝐿 = 5, hidden_dim = 32.

Iншi гiперпараметри були встановленi згiдно з рекомендацiями iз
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оригiнальної наукової публiкацiї [9].

4.0.4 Процес тренування

Тренування на обох наборах гiперпараметрiв проводилося упродовж
однiєї години.

Вибiр найкращої моделi здiйснювався за допомогою порiвняння їхнiх
результатiв на наборi випадкових графiв з такими параметрами, якi викори-
стовувалися при тренуваннi. Оскiльки у кожному з наборiв вiдрiзняються
параметри 𝑛max, 𝑛min та 𝑝, то масштаб графiкiв також дещо вiдрiзняється.
Але обидва графiки демонструють поступове зменшення сумарного розмiру
вершинних покриттiв. Це свiдчить про те, що тренування є ефективним.

Рис. 4.1. Процес тренування на першому наборi гiперпараметрiв
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Рис. 4.2. Процес тренування на другому наборi гiперпараметрiв

4.0.5 Результати

Пiсля тренування, моделi були протестованi на кожному з графiв.
Результати (розмiри отриманих вершинних покриттiв 𝑉 ′) наведенi у таблицi
4.3.

Назва графу Набiр гiперпараметрiв 1 Набiр гiперпараметрiв 2

email-enron-only 99 86

inf-USAir97 149 149

road-chesapeake 23 22

road-euroroad 273 272

Табл. 4.3. Результати на чотирьох графах

З отриманих результатiв можна побачити, що тренування на першому
наборi гiперпараметрiв виявилося менш ефективним, нiж тренування на
другому. Причиною тому може бути слабкiсть S2V у порiвняннi з GCN, а
також розмiр тренувальних випадкових даних - чим бiльше за розмiром
тренувальний граф, тим краще мережа вчиться розпiзнавати взаємозв’язки
та будувати кращi траєкторiї.
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi були розглянутi основнi класи обчислювальної складно-
стi задач та наведений перелiк поширених NP-складних задач на графах.

Розглянуто основнi поняття навчання з пiдкрiпленням та наведена
базова класифiкацiя його методiв.

Були описанi та порiвнянi сучаснi методи та пiдходи для розв’язання
широкого класу NP-повних оптимiзацiйних задач на графах.

В останьому роздiлi цiєї роботи за допомогою новiтнього методу
CombOpt Zero [9] на прикладi чотирьох графiв з наукового репозиторiю
мережевих даних Network Data Repository [20] була розв’язана задача про
мiнiмальне вершинне покриття. Отриманi результати були проаналiзованi.
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