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ВСТУП

Для характеристики рiзних процесiв, що вiдбуваються у природi та
техники, зокрема у побудовi складних констурукцiй, використовується
математичний апарат, який розробляє спецiальнi математичнi методи. Цi
методи дозволяють побудувати математичнi моделi, що дають змогу у
деякому спрощеному варiантi дослiдити процеси, що проходять у реальних
структурах та згодом провести розширення на бiльш загальнi випадки.

Багато моделей грунтуються на вивченнi систем, якi складаються з
диференцiальних рiвнянь у часткових похiдних другого порядка. Моделi,
якi використовує математична фiзика, враховують ще додатковi умови, у да-
ному випадку граничнi, яким повинен задовiльняти побудований розв’язок.

В наш час досить багато iнженерних контрукцiй мають шарувату
структуру, якi згодом можуть бути послабленi рiзного видами дефектами
пiд впливом як механiчних так и природних умов.

Дана дипломна робота присвячена антиплоськiй задачi теорiї пружно-
стi для складеної смуги, яка послабелена мiжфазним дефектом. Зазначимо,
що подана задача розв’язуються за допомогою методу iнтегральних перетво-
рень,тому її розв’язок зведено до одновимiрної розривної задачi. Остання
розв’зана з використанням розривних властивостей функцiї Грiна.

Невiдому функцiю, що описує дефект будо знайдено за допомогою
побудови Сiнгулярного Iнтегро-Диференцiального рiвнння та використання
методу ортогональних полiномiв.

Отриман точний розв’язок поставленої задачi.

Наведено формули для обчислення зсуву i напруження в шарi. Прове-
дено розрахунки представленi у виглядi графiкiв.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

1.1. Постановка задачi

Розглянемо пружне тiло в виглядi шару −∞ < 𝑥 < ∞; 0 < 𝑦 < ℎ,
−∞ < 𝑧 <∞. Нижня основа 𝑦 = 0 нерухомо закрiплена, до верхньої основи
𝑦 = ℎ прикладено дотичне навантаження уздовж осi 𝑂𝑧 величина якої не
залежить вiд 𝑧. На лiнiї 𝑦 = 𝑎 сполучення шарiв є трiщина на дiлянцi
(−𝑏; 𝑏), береги якої вiльнi вiд навантаження. (Рис. 1)

Рис. 1.1. Пружнє тiло.

В цьому випадку дане тiло буде знаходитися в умовах антиплоскої
деформацiї, при якiй вiдмiннi вiд нуля тiльки змiщення 𝑊 (𝑥,𝑦) вздовж осi

𝑂𝑧 i два дотичних напруження 𝜏𝑥𝑧 = 𝐺
𝜕𝑊

𝜕𝑥
та 𝜏𝑦𝑧 = 𝐺

𝜕𝑊

𝜕𝑦
, де 𝐺 - модуль
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зсуву матерiалу тiла.

Припустимо, що смуга складається з двох шарiв: −∞ < 𝑥 < ∞,
0 < 𝑦 < 𝑎 та −∞ < 𝑥 <∞, 𝑎 < 𝑦 < ℎ з рiзними модулями зсуву 𝐺0 та 𝐺1

вiдповiдно.

Мiж цими шарами виконуються умова спряження:

< 𝑊 (𝑥,𝑎) >= 𝑊 (𝑥,𝑎− 0) −𝑊 (𝑥,𝑎+ 0) = 𝜙(𝑥)

< 𝜏𝑦𝑧(𝑥,𝑎) >= 𝐺0
𝜕𝑊

𝜕𝑦
(𝑥,𝑎− 0) −𝐺1

𝜕𝑊

𝜕𝑦
(𝑥,𝑎+ 0) = 0

де 𝜙(𝑥) — невiдома функцiя стрибка змiщення при перетинi трiщини.

Вiдмiтимо, що при цьому 𝜙(𝑥) = 0 поза промiжком (−𝑏; 𝑏).

Також слiд додати умови на трiшину:
𝜕𝑊

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎±0

= 0 — вiдсутнiсть напруження 𝜏𝑦𝑧 на берегах трiщини.

𝜙(±𝑏) = 0— умова замикання кiнцiв трiщини

Завдання зводиться до знаходження змiщення 𝑊 (𝑥,𝑦) з рiвняння
Лапласа:

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
= 0, −∞ < 𝑥 <∞, 0 < 𝑦 < ℎ, 𝑦 ̸= 𝑎

Тодi задача матемe вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

△𝑊 (𝑥,𝑦) = 0,−∞ < 𝑥 <∞; 0 < 𝑦 < ℎ, 𝑦 ̸= 𝑎

𝑊 |𝑦=0= 0,
𝜕𝑊

𝜕𝑦
|𝑦=ℎ=

𝑝(𝑥)

𝐺1
,

< 𝑊 (𝑥,𝑎) >= 𝑊 |𝑦=𝑎−0 −𝑊 |𝑦=𝑎+0= 𝜙(𝑥)

< 𝜏𝑦𝑧(𝑥,𝑎) >= 𝐺0
𝜕𝑊

𝜕𝑦
|𝑦=𝑎−0 −𝐺1

𝜕𝑊

𝜕𝑦
|𝑦=𝑎+0= 0

(1.1)
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1.2. Зведення до одномiрної розривної задачi.

Застосуємо повне Перетворення Фур’є за змiнної 𝑥:

𝑊𝜆(𝑦) =

∞∫︁
−∞

𝑊 (𝑥,𝑦)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥; (1.2)

З формулою обернення:

𝑊 (𝑥,𝑦) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑊𝜆(𝑦)𝑒−𝑖𝜆𝑥 𝑑𝜆 (1.3)

Застосуємо формулу iнтегрального перетворення до рiвняння Лапласу:

∞∫︁
−∞

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥 = −𝜆2𝑊𝜆(𝑦)

∞∫︁
−∞

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥 = 𝑊

′′

𝜆 (𝑦)

(1.4)

Рiвняння Лапласа набуде вигляду:

𝑊
′′

𝜆 (𝑦) − 𝜆2𝑊𝜆(𝑦) = 0 (1.5)

Крайовi умови у просторi трансформант:

𝑊𝜆(0) = 0;𝑊
′

𝜆(ℎ) =
𝑝𝜆
𝐺1

; 𝑝𝜆 =

∞∫︁
−∞

𝑝(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥 (1.6)
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Умови спряження у просторi трансформант:

< 𝑊𝜆(𝑎) >= 𝑊𝜆(𝑎− 0) −𝑊𝜆(𝑎+ 0) = 𝜙𝜆

< 𝜏𝑦𝑧,𝜆(𝑎) >= 𝐺0𝑊
′

𝜆(𝑎− 0) −𝐺1𝑊
′

𝜆(𝑎+ 0) = 0.

𝜙𝜆 =

∞∫︁
−∞

𝜙(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥

(1.7)

Тодi одновимiрна задача набуде вигляду:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑊𝜆(𝑦) − 𝜆2𝑊𝜆(𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ℎ, 𝑦 ̸= 𝑎

𝑊𝜆(0) = 0;𝑊
′

𝜆(ℎ) =
𝑝𝜆
𝐺1

< 𝑊𝜆 >= 𝜙𝜆;< 𝜏𝑦𝑧,𝜆 >= 0.

(1.8)

Зазначимо:

𝑊𝜆(0) = 0 ⇔ 𝑉0[𝑊𝜆] = 0;

𝑊
′

𝜆(ℎ) =
𝑝𝜆
𝐺1

⇔ 𝑉1[𝑊𝜆] =
𝑝𝜆
𝐺1

В загальному виглядi розв’язок будується у виглядi:

𝑊𝜆(𝑦) =

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝜂)𝐺(𝑦,𝜂)𝑑𝜂 +

1∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖𝜓𝑖(𝑦) +
1∑︁

𝑖=0

𝜙𝑚𝑊
*(𝑦) (1.9)

де:

• 𝑓(𝜂) — права частина дифференцiального рiвняння. В цiй задачi до-
рiвнює нулевi

• 𝐺(𝑦,𝜂) — функцiя Грина
• 𝛾𝑖 — значення крайових умов. 𝛾0 = 0 та 𝛾1 = 𝑝𝜆

𝐺1

• 𝜓𝑖(𝑦) — ФБСР
• 𝜙𝑚 — функцiї стрибка
• 𝑊 *(𝑦) — розривний розв’язок задачi

Функцiю Грiна будуємо у виглядi:

𝐺(𝑦,𝜂) = Φ(𝑦,𝜂) − 𝑉0[Φ]𝜓0(𝑦) − 𝑉1[Φ]𝜓1(𝑦) (1.10)
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де Φ(𝑦,𝜂) = − 1

2|𝜆|
𝑒|𝜆||𝑦−𝜂| - фундаментальна функцiя. 𝑉𝑛[Φ] - оператори

крайових умов, застосованi за змiнною 𝑦.

Якщо вiдома функцiя Грiна𝐺(𝑦,𝜂) цiєї задачi, то її розривний розв’язок
матемо вигляд:

𝑊𝜆(𝑦) =
𝑝𝜆
𝐺1
𝜓1(𝑦) +

1∑︁
𝑖=0

𝜙𝑚𝑊
*(𝑦) (1.11)

де 𝜓1(𝑦) ФБСР.

Для того, щоб знайти значення ФБСР треба розв’язати наступну
задачу:

𝜓2
𝑘(𝑦) − 𝜆2𝜓𝑘(𝑦) = 0, 𝑘 = 0,1

𝑉𝑖[𝜓𝑘(𝑦)] = 𝛿𝑖𝑘, 𝑖 = 0,1

(1.12)

де 𝛿𝑖𝑘— символ Кронокера i дорiвнює:

𝛿𝑖𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑘 ̸= 𝑖

1, 𝑘 = 𝑖

Отже потрiбно знайти розв’язки наступних двох допомiжних задач:

𝜓2
0(𝑦) − 𝜆2𝜓0(𝑦) = 0

𝜓0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 1,𝜓
′

0(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

= 0

𝜓2
1(𝑦) − 𝜆2𝜓1(𝑦) = 0

𝜓1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝜓
′

1(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

= 1

Розв’язок данних пiдзадач:

𝜓0(𝑦) =
ch𝜆(ℎ− 𝑦)

ch𝜆ℎ
𝜓1(𝑦) =

sh𝜆𝑦

𝜆 ch𝜆ℎ

Тодi отримаємо функцiю Грина у наступному виглядi:

𝐺(𝑦,𝜂) = − 1

2𝜆
𝑒𝜆|𝑦−𝜂| +

1

2𝜆
𝑒−𝜆|−𝜂|ch𝜆(ℎ− 𝑦)

ch𝜆ℎ
− 1

2
𝑒−𝜆|ℎ−𝜂| sh𝜆𝑦

𝜆 ch𝜆ℎ
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Отримали, що неперервним розв’язком буде:

𝑊𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑖𝑜𝑢𝑠,𝜆(𝑦) =
𝑝𝜆
𝐺1

sh𝜆𝑦

𝜆 ch𝜆ℎ

Для того щоб знайти розривний розв’язок потрiбно скористиватись вла-
стивiстью функцiїї Грина. А сама функцiя Грина на лiнiї 𝑦 = 𝜂 потерпає
стрибок. У загальноми виглядi даний розвязок матиме вигляд:

𝑊𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘,𝜆(𝑦) = 𝜑0𝜆𝑊
*
0,𝜆(𝑦) + 𝜑1𝜆𝑊

*
1,𝜆(𝑦)

де:

𝑊 *
1−𝑚,𝜆(𝑦) = (−1)𝑚+1

[︃
𝑣(𝑎)𝐺0,𝑚(𝑦,𝜂) +

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑚𝑖𝐺
0,𝑚−𝑖

]︃
,𝑚 = 0,1

де:𝑣(𝑎)— коефiцiєнт у точцi стрибка при старшiй похiднiй. В данiй задачi
дорiвнює 1.

Для 𝑚 = 0:

𝑊 *
1,𝜆(𝑦) = (−1)𝑣(𝑎)𝐺0,0(𝑦,𝜂) = −𝐺(𝑦,𝜂)

Для 𝑚 = 1:

𝑊 *
0,𝜆(𝑦) = 𝐺0,1(𝑦,𝜂) + 𝐶11𝐺(𝑦,𝜂) = 𝐺0,1(𝑦,𝜂)

де: 𝐶11 = 𝑣2(𝑎) < 𝐺2−1,1
𝑎 >=< 𝐺1,1

𝑎 >= 0 Отримали:

𝑊𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘,𝜆(𝑦) = 𝜑0𝜆𝐺
0,1(𝑦,𝜂) + 𝜑1𝜆(−𝐺(𝑦,𝜂))

Користуючись умовами спряження отримаємо:

𝑊𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘,𝜆(𝑦) = 𝜙𝜆𝐺
0,1(𝑦,𝜂)

В результатi розв’язок у просторi трансформант матиме вигляд:

𝑊𝜆(𝑦) = 𝑊𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑖𝑜𝑢𝑠,𝜆(𝑦) +𝑊𝑏𝑟𝑒𝑎𝑘,𝜆(𝑦) =
𝑝𝜆
𝐺1

sh𝜆𝑦

𝜆 ch𝜆ℎ
+ 𝜙𝜆𝐺

0,1(𝑦,𝜂)
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де: 𝐺0,1(𝑦,𝜂)— похiдна за змiнною 𝜂

1.3. Обернення iнтегрального перетворення.

За формулою обернення(1.3):

𝑊 (𝑥,𝑦) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

[︂
𝑝𝜆
𝐺1

sh𝜆𝑦

𝜆 ch𝜆ℎ
+ 𝜙𝜆𝐺

0,1(𝑦,𝜂)

]︂
𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝜆 (1.13)

Враховуючи: 𝜙𝜆 =

∞∫︁
−∞

𝜙(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥;𝑝𝜆 =

∞∫︁
−∞

𝑝(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥 𝑑𝑥;, отримаємо:

𝑊𝜆(𝑦) =
𝑝𝜆
𝐺1

sh |𝜆|𝑦
|𝜆| ch |𝜆|ℎ

− 𝜙𝜆

2
[ sgn(𝑦 − 𝑎)𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| + 𝑒−|𝜆|𝑎|ch |𝜆|(𝑦 − ℎ)

𝜆 ch |𝜆|ℎ
+

+𝑒−|𝜆||ℎ−𝑎| sh |𝜆|𝑦
𝜆 ch |𝜆|ℎ

] +
1

2|𝜆|
[ 𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| − 𝑒−|𝜆|𝑎|ch |𝜆|(𝑦 − ℎ)

𝜆 ch |𝜆|ℎ
−

−𝑒−|𝜆||ℎ−𝑎| sh |𝜆|𝑦
𝜆 ch |𝜆|ℎ

] · (2(𝐺1 −𝐺0)
𝑝𝜆

𝐺1∆(𝜆)

ch |𝜆|𝑎
ch |𝜆|ℎ

+

+𝜙𝜆
(𝐺1 −𝐺0)|𝜆|

∆(𝜆)

[︂
1 − 𝑒−|𝜆|𝑎 sh |𝜆|(𝑎− ℎ)

ch |𝜆|ℎ
− 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) ch |𝜆|𝑎

ch |𝜆|ℎ

]︂
) =

=
𝑝𝜆
𝐺1

sh |𝜆|𝑦
|𝜆| ch |𝜆|ℎ

+ (𝐺1 −𝐺0)
𝑝𝜆

𝐺1|𝜆|∆(𝜆)

ch |𝜆|𝑎
ch |𝜆|ℎ

−

−
[︂
𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| − 𝑒−|𝜆|𝑎|ch |𝜆|(𝑦 − ℎ)

𝜆 ch |𝜆|ℎ
− 𝑒−|𝜆||ℎ−𝑎| sh |𝜆|𝑦

𝜆 ch |𝜆|ℎ

]︂
−

−1

2
𝜙𝜆(sgn(𝑦 − 𝑎)𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| + 𝑒−|𝜆|𝑎|ch |𝜆|(𝑦 − ℎ)

𝜆 ch |𝜆|ℎ
+ 𝑒−|𝜆||ℎ−𝑎| sh |𝜆|𝑦

𝜆 ch |𝜆|ℎ
−

−𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)

[︂
𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| − 𝑒−|𝜆|𝑎|ch |𝜆|(𝑦 − ℎ)

𝜆 ch |𝜆|ℎ
− 𝑒−|𝜆||ℎ−𝑎| sh |𝜆|𝑦

𝜆 ch |𝜆|ℎ

]︂
·

·
[︂
1 − 𝑒−|𝜆|𝑎 sh |𝜆|(𝑎− ℎ)

ch |𝜆|ℎ
− 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) ch |𝜆|𝑎

ch |𝜆|ℎ

]︂
)

(1.14)

Позначимо

𝐹𝜆(𝑦) =
𝑝𝜆
𝐺1

sh |𝜆|𝑦
|𝜆| ch |𝜆|ℎ

+
𝑝𝜆(𝐺1 −𝐺0)

𝐺1|𝜆|∆(𝜆)

ch |𝜆|𝑎
ch |𝜆|ℎ

·

·
[︂
𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| − 𝑒−|𝜆|𝑎ch |𝜆|(𝑦 − ℎ)

ch |𝜆|ℎ
− 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) sh |𝜆|𝑦

ch |𝜆|ℎ

]︂
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𝑀𝜆(𝑦) = 𝑒−|𝜆|𝑎ch |𝜆|(𝑦 − ℎ)

ch |𝜆|ℎ
+ 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) sh |𝜆|𝑦

ch |𝜆|ℎ
+

+
𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)
𝑒−|𝜆|(𝑦−𝑎)

[︂
𝑒−|𝜆|𝑎 sh |𝜆|(𝑎− ℎ)

ch |𝜆|ℎ
+ 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) ch |𝜆|𝑎

ch |𝜆|ℎ

]︂
+

+
𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)

[︂
𝑒−|𝜆|𝑎ch |𝜆|(𝑦 − ℎ)

ch |𝜆|ℎ
+ 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) sh |𝜆|𝑦

ch |𝜆|ℎ

]︂
·

·
[︂
1 − 𝑒−𝜆𝑎 sh |𝜆|(𝑎− ℎ)

ch |𝜆|ℎ
− 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) ch |𝜆|𝑎

ch |𝜆|ℎ

]︂
Тодi

𝑊𝜆(𝑦) = 𝐹𝜆(𝑦) − 1

2
𝜙𝜆(

[︂
sgn(𝑦 − 𝑎)𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)
𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| +𝑀𝜆(𝑦)

]︂
=

=
𝜙𝜆

2

[︂[︂
sgn(𝑦 − 𝑎) − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)

]︂
𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| +𝑀𝜆(𝑦)

]︂
+ 𝐹𝜆(𝑦)

(1.15)

Тепер звернемо та поставимо сюди 𝜙𝜆 =

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑒𝑖𝜆𝜍 𝑑𝜍 :

𝑊 (𝑥,𝑦) = − 1

4𝜋

∞∫︁
−∞

[︂
sgn(𝑦 − 𝑎) − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)

]︂
𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎|𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝜆

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑒𝑖𝜆𝜍 𝑑𝜍−

− 1

4𝜋

∞∫︁
−∞

𝑀𝜆(𝑦)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝜆

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑒𝑖𝜆𝜍 𝑑𝜍 +
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐹𝜆(𝑦)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥 =

= − 1

4𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
−∞

[︂
sgn(𝑦 − 𝑎) − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)

]︂
𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎|𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝜍)𝑑𝜆−

− 1

4𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
−∞

𝑀𝜆(𝑦)𝑒−𝑖𝜆(𝑥−𝜍)𝑑𝜆+
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐹𝜆(𝑦)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥

(1.16)

Для отримання iнтегрального рiвняння щодо стрибка 𝜙(𝜍) треба ско-
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ристатися умовою на трiщинi:

𝜕𝑊

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎+0

= 0

Тут перший iнтеграл мiстить особливiсть, яку треба видiлити.

Так як ∆(𝜆), 𝐹𝜆(𝑦),𝑀𝜆(𝑦) парнi по 𝜆, 𝜍

𝑊 (𝑥,𝑦) = − 1

2𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
0

[︂
sgn(𝑦 − 𝑎) − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)

]︂
𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜆−

− 1

2𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
0

𝑀𝜆(𝑦) cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜆+
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐹𝜆(𝑦) cos𝜆𝑥𝑑𝜆

(1.17)

1.4. Побудова сiнгулярного
iнтегро-диференцiального рiвняння

Розглянемо умову
𝜕𝑊

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎+0

= 0. Будемо поки рахувати, що 𝑦 > 𝑎.

Тодi

sgn(𝑦 − 𝑎) − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)
= 1 − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)
=

2𝐺0 + (𝐺1 −𝐺0)𝐴𝜆

𝐺1 +𝐺0 + (𝐺1 −𝐺0)𝐴𝜆
, де

𝐴𝜆 = 𝑒−𝜆𝑎 sh𝜆(𝑎− ℎ)

ch𝜆ℎ
+ 𝑒−𝜆(ℎ−𝑎) ch𝜆𝑎

ch𝜆ℎ

Так як 𝐴𝜆 → 0 при 𝜆→ ∞, то 1 − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)
→ 2𝐺0

𝐺1 +𝐺0
, 𝜆→ ∞ i ми

можемо видiлити це граничне значення.

1 − 𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)
=

2𝐺0

𝐺1 +𝐺0
+𝐵𝜆, де

𝐵𝜆 =
(𝐺1 −𝐺0)

2𝐴𝜆

(𝐺1 +𝐺0) [𝐺1 +𝐺0 + (𝐺1 −𝐺0)𝐴𝜆]
→ 0
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Тодi

𝑊 (𝑥,𝑦) =
𝐺0

𝜋(𝐺1 +𝐺0)

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑦−𝑎) cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜍−

− 1

2𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
0

[︁
𝑀𝜆(𝑦) −𝐵𝜆𝑒

−𝜆(𝑦−𝑎)
]︁

cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜍 +
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐹𝜆(𝑦) cos𝜆𝑥𝑑𝜆

Скористаємося вiдомим iнтегралом

∞∫︁
0

𝑒−𝜆(𝑦−𝑎) cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜍 =
𝑦 − 𝑎

(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝑎)2

та спiввiдношенням

𝜕

𝜕𝑦
ln

1√︀
(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝑎)2

= − 𝑦 − 𝑎

(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝑎)2

Тодi

𝑊 (𝑥,𝑦) = − 𝐺0

𝜋(𝐺1 +𝐺0)

𝜕

𝜕𝑦

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍) ln
1√︀

(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝑎)2
𝑑𝜍−

− 1

2𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
0

[︁
𝑀𝜆(𝑦) −𝐵𝜆𝑒

−𝜆(𝑦−𝑎)
]︁

cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜍 +
1

𝜋

∞∫︁
0

𝐹𝜆(𝑦) cos𝜆𝑥𝑑𝜆

Продиференцiюємо отриманий вираз за 𝑦

𝜕𝑊

𝜕𝑦
= − 𝐺0

𝜋(𝐺1 +𝐺0)

𝜕2

𝜕𝑦2

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍) ln
1√︀

(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝑎)2
𝑑𝜍−

− 1

2𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
0

[︁
𝑀

′

𝜆(𝑦) +𝐵𝜆𝑒
−𝜆(𝑦−𝑎)

]︁
cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜍 +

1

𝜋

∞∫︁
0

𝐹𝜆(𝑦) cos𝜆𝑥𝑑𝜆
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При цьому врахуємо, що в другому доданку знаходиться равномiр-
но збiжний iнтеграл, який можна диференцiювати за параметром. Тепер

врахуємо, що функцiя ln
1√︀

(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝑎)2
є гармонiйною, тобто

𝜕2

𝜕𝑦2
ln

1√︀
(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝜂)2

= − 𝜕2

𝜕𝑥2
ln

1√︀
(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝜂)2

i можемо записати

𝜕𝑊

𝜕𝑦
=

𝐺0

𝜋(𝐺1 +𝐺0)

𝜕2

𝜕𝑥2

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍) ln
1√︀

(𝑥− 𝜍)2 + (𝑦 − 𝑎)2
𝑑𝜍−

− 1

2𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝑑𝜍

∞∫︁
0

[︁
𝑀

′

𝜆(𝑦) +𝐵𝜆𝑒
−𝜆(𝑦−𝑎)

]︁
cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜍 +

1

𝜋

∞∫︁
0

𝐹𝜆(𝑦) cos𝜆𝑥𝑑𝜆

(1.18)

Переходячи до границi при 𝑦 → 𝑎+0, отримаємо iнтегральне рiвняння
для визначення 𝜙(𝜍):

𝐺0

𝜋(𝐺1 +𝐺0)

𝜕2

𝜕𝑥2

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍) ln
1

|𝑥− 𝜍|
𝑑𝜍 − 1

2𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝐾(𝑥,𝜍)𝑑𝜍 = −1

𝜋
𝑔(𝑥) (1.19)

𝐾(𝑥,𝜍) =

∞∫︁
0

[𝑀 ′
𝜆(𝑦) +𝐵𝜆] cos𝜆(𝑥− 𝜍)𝑑𝜆, 𝑔(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐹 ′
𝜆(𝑎) cos𝜆𝑥𝑑𝑥 (1.20)

Де

𝐹 ′
𝜆(𝑦) =

𝑃𝜆

𝐺1

ch |𝜆|𝑦
ch |𝜆|ℎ

+
𝑃𝜆(𝐺1 −𝐺0)

𝐺1|𝜆|∆(𝜆)

ch |𝜆𝑎
ch |𝜆|ℎ

·

·
[︂
−|𝜆|𝑒−|𝜆||𝑦−𝑎| sgn(𝑦 − 𝑎) − 𝑒−|𝜆|𝑎 sh |𝜆|(𝑦 + ℎ)

ch |𝜆|ℎ
|𝜆| − 𝑒−|𝜆||ℎ−𝑎| ch |𝜆|𝑦

ch |𝜆|ℎ
|𝜆|

]︂
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Та

𝑀 ′
𝜆(𝑦) = 𝑒−|𝜆|𝑎 sh |𝜆|(𝑦 − ℎ)

ch |𝜆|ℎ
|𝜆| + 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) ch |𝜆|𝑦

ch |𝜆|ℎ
|𝜆|+

+
𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)
𝑒−|𝜆||(𝑦−𝑎)| − |𝜆|

[︂
𝑒−|𝜆|𝑎 sh |𝜆|(𝑎− ℎ)

ch |𝜆|ℎ
+ 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) ch |𝜆|𝑎

ch |𝜆|ℎ

]︂
+

+
𝐺1 −𝐺0

∆(𝜆)

[︂
𝑒−|𝜆|𝑎 sh |𝜆|(𝑦 − ℎ)

ch |𝜆|ℎ
|𝜆| + 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) ch |𝜆|𝑦

ch |𝜆|ℎ
|𝜆|

]︂
·

·
[︂
1 − 𝑒−|𝜆|𝑎 sh |𝜆|(𝑎− ℎ)

ch |𝜆|ℎ
− 𝑒−|𝜆|(ℎ−𝑎) ch |𝜆|𝑎

ch |𝜆|ℎ

]︂

Ми отримаємо iнтегральне диференцiальне рiвняння:

1

𝜋

𝜕2

𝜕𝑥2

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍) ln
1

|𝑥− 𝜍|
𝑑𝜍 − 1

2𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)𝐾(𝑥,𝜍)𝑑𝜍 =

= −1

𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)𝑔(𝑥),−𝑏 < 𝑥 < 𝑏

(1.21)

Яке можна розв’язати шляхом застосування методiв ортогональних полуно-
мiв. Розi’язок шукаємо у виглядi розкладання за полiномами Чебешева II
роду

𝜙(𝜍) =
√︀
𝑏2 − 𝜍2

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛𝑈𝑛(
𝜍

𝑏
), 𝜍 ∈ (−𝑏,𝑏) (1.22)

Наведене розкладання пiдставимо в рiвняння:

1

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛
𝜕2

𝜕𝑥2

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑛(

𝜍

𝑏
) ln

1

|𝑥− 𝜍|
𝑑𝜍−

− 1

2𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑛(

𝜍

𝑏
)𝐾(𝑥,𝜍)𝑑𝜍 = −1

𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)𝑔(𝑥)

(1.23)
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I скористаємося спектральним спiввiдношенням

𝑏2

𝜋

𝜕2

𝜕𝑥2

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑛(

𝜍

𝑏
) ln

1

|𝑥− 𝜍|
𝑑𝜍 = −(𝑛+ 1)𝑈𝑛(

𝑥

𝑏
) :

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛(𝑛+ 1)𝑈𝑛(
𝑥

𝑏
) +

𝑏2

2𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍)
√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑛(

𝜍

𝑏
)𝐾(𝑥,𝜍)𝑑𝜍 =

=
𝑏2

𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)𝑔(𝑥)

Помножимо обидвi частини рiвняння на
√
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
) проiнтегруємо по

𝑥 на промiжку (−𝑏; 𝑏):

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛(𝑛+ 1)

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑛(

𝑥

𝑏
)𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
)𝑑𝑥+

+
𝑏2

2𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
)𝑑𝑥

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑛(

𝜍

𝑏
)𝐾(𝑥,𝜍)𝑑𝜍 =

=
𝑏2

𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

(1.24)
Скористаємося ортогональнiстю полiномiв Чебишева:

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑛(

𝑥

𝑏
)𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
)𝑑𝑥 =

𝜋

2
𝑏2𝛿𝑛𝑚, 𝛿𝑛𝑚 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑛 = 𝑚

0, 𝑛 ̸= 𝑚

В результатi отримаємо:

𝜋

2
𝑏2(𝑚+ 1)𝜙𝑚 +

𝑏2

2𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
)𝑑𝑥·

·
𝑏∫︁

−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑛(

𝜍

𝑏
)𝐾(𝑥,𝜍)𝑑𝜍 =

𝑏2

𝜋
(1 +

𝐺1

𝐺0
)

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

(1.25)
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Позначимо 𝜙*
𝑛 =

√
𝑚+ 1𝜙𝑚 та подiлемо на

√
𝑚+ 1:

Отримаємо нескiнченну систему лiнiйних рiвнянь алгебри:

𝜙*
𝑛 +

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑚𝑛𝜙
*
𝑛 = 𝑏𝑚,𝑚 = 0,1,...

𝑎𝑚𝑛 =
1

𝜋2
(1 +

𝐺1

𝐺0
)

1√︀
(𝑚+ 1)(𝑛+ 1)

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑛(

𝑥

𝑏
)𝑑𝑥·

·
𝑏∫︁

−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑛(

𝜍

𝑏
)𝐾(𝑥,𝜍)𝑑𝜍

𝑏𝑚 =
2

𝜋2
1√
𝑚+ 1

(1 +
𝐺1

𝐺0
)

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

При обчисленнi iнтегралiв кориснi формули:

𝑏∫︁
−𝑏

cos𝜆𝑥
√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑛(

𝑥

𝑏
)𝑑𝑥 (1.26)

та
𝑏∫︁

−𝑏

sin𝜆𝑥
√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑛(

𝑥

𝑏
)𝑑𝑥 (1.27)

Використаємо квадратнi формули:

𝑏∫︁
−𝑏

𝑓(𝑥)
√︀
𝑏2 − 𝑥2𝑈𝑛(

𝑥

𝑏
)𝑑𝑥 =

𝜋𝑏2

𝑚+ 1

𝑚∑︁
𝑖=1

sin
𝜋𝑖

𝑚+ 1
sin

𝜋(𝑛+ 1)

𝑚+ 1
𝑓(𝑏 ·cos

𝜋𝑖

𝑚+ 1
)

(1.28)
Далi обчислимо 𝑎𝑚𝑛, 𝑏𝑚 та розв’язуємо систему методом редукцiї.
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1.5. Знаходження коефiцiєнтiв iнтенсивностi
напружень.

При розглядi завдань теорiї пружностi для тiл з дефектами у виглядi
як трiщин найбiльший iнтерес представляє коефiцiєнт iнтенсивностi на-
пруження (КIН) в окiлi кiнцiв трiщин. Це пов’язано з тим, що поданий
коефiцiєнт використовується в механiцi руйнувань при дослiдженнi питання
про можливiсть збiльшення трiщини та її вплив на мiцнiсть вiдповiдної
конструкцiї.

У разi антиплосної деформацiї КIН визначається таким чином:

𝐾+ = lim
𝑥→𝑏+0

√︀
2𝜋(𝑥− 𝑏)𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎

(1.29)

𝐾− = lim
𝑥→𝑏−0

√︀
2𝜋(−𝑏− 𝑥)𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎

(1.30)

Для випадку, коли прикладене парне зовнiшнє навантаження 𝑝(𝑥), то
в силу симетрiї моделi щодо осi 𝑂𝑦 обидва цi коефiцiєнти спiвпадатимуть.

Розглянемо, наприклад:

𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎+0

= 𝐺1
𝜕𝑊

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎+0

(1.31)

Враховуючи отриманий вираз для
𝜕𝑊

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎+0

i вiдкидаючи в ньому

доданки, що мають кiнцеву межу при 𝑥→ 𝑏+ 0, маємо:

𝜕𝑊

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑎+0

=
𝐺0

𝜋(𝐺1 +𝐺0)

𝜕2

𝜕𝑥2

𝑏∫︁
−𝑏

𝜙(𝜍) ln
1

|𝑥− 𝜍|
𝑑𝜍 + ... (1.32)

Пiдставимо сюди розвинення функцiї стрибка за полiномами Чебишева II
роду:

𝜙(𝜍) =
√︀
𝑏2 − 𝜍2

∞∑︁
𝑚=0

𝜙*
𝑚√

𝑚+ 1
𝑈𝑚(

𝜍

𝑏
) (1.33)
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i запишемо вираз для КIН:

𝐾+ =
𝐺0𝐺1

𝜋(𝐺1 +𝐺0)

∞∑︁
𝑚=0

𝜙*
𝑚√

𝑚+ 1
lim

𝑥→𝑏+0

√︀
2𝜋(𝑥− 𝑏)

𝜕2

𝜕𝑥2
·

·
𝑏∫︁

−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑚(

𝜍

𝑏
) ln

1

|𝑥− 𝜍|
𝑑𝜍

(1.34)

Оскiльки тут 𝑥 > 𝑏, то скористаємося значенням наступного iнтегралу:

1

𝜋

𝑏∫︁
−𝑏

√︀
𝑏2 − 𝜍2𝑈𝑚(

𝜍

𝑏
) ln

1

|𝑥− 𝜍|
𝑑𝜍 =

|𝑥|√
𝑥2 − 𝑏2

𝑈𝑚(
𝑥

𝑏
)+

+
√︀
𝑥2 − 𝑏2 sgn𝑥𝑈 ′

𝑚(
𝑥

𝑏
) − 1

2
(𝑚+ 1)𝑈𝑚(

𝑥

𝑏
), |𝑥| > 𝑏

(1.35)

Тодi:

𝐾+ =
𝐺0𝐺1

𝐺1 +𝐺0

∞∑︁
𝑚=0

𝜙*
𝑚√

𝑚+ 1
lim

𝑥→𝑏+0

√︀
2𝜋(𝑥− 𝑏)

𝑥√
𝑥2 − 𝑏2

𝑈𝑚(
𝑥

𝑏
) =

=
𝐺0𝐺1

𝐺1 +𝐺0

√
𝜋𝑏

∞∑︁
𝑚=0

√
𝑚+ 1𝜙*

𝑚,

(1.36)

враховуючи що 𝑈𝑚(1) = 𝑚+ 1.

Аналогiчно знаходимо:

𝐾− =
𝐺0𝐺1

𝐺1 +𝐺0

√
𝜋𝑏

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
√
𝑚+ 1𝜙*

𝑚, (1.37)

враховуючи що 𝑈𝑚(−1) = (−1)𝑈𝑚(1).



20

РОЗДIЛ 2

АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

2.1. Графiк перемiщення.

Рис. 2.1. Графiк перемiщення.

ℎ = 2

−𝑏 = −5

𝑏 = 5

𝐺0 = 26 · 109Гпа | алюминий

𝐺1 = 40.7 · 109Гпа | медь
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2.2. Графiк напруження.

Рис. 2.2. Графiк напруження.

ℎ = 2

−𝑏 = −5

𝑏 = 5

𝐺0 = 26 · 109Гпа | алюминий

𝐺1 = 40.7 · 109Гпа | медь
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ВИСНОВКИ

Дослiджена а нтиплоська задача теорiї пружностi для складеної смуги
з мiжфазним дефектом пiд впливом навантаження, що задано по вiсi 𝑂𝑧.

1) За допомогою методу iнтегральних перетворень розв’язок звелен до
одновимiрної розривної задачi, яка була розв’язана з використання
розривних властивостей функцiї Грина

2) Наведено формули для обчислення зсуву i напруження в шарi
3) Проаналiзованi коефiцiєнти iнтенсивностi напружень стосовно довжи-

ни трiщини.
4) Навели графики напруження та перемiщення.
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