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НЕЛОКАЛЬНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ПРОЦЕСIВ В

ДИСПЕРСНИХ МАТЕРIАЛАХ

Роботу присвячено розробцi нелокальної фiзико-математичної моделi, що описує два

взаємопов’язанi явища в дисперсних матерiалах: виникнення квазiперiодичної кластер-

ної мезоструктури та схоплювання матерiалу в процесi тверднення. В основу покладе-

но нелокальний функцiонал вiльної енергiї з конкурентним потенцiалом взаємодiї типу

Юкави, що включає далекодiюче притягання i короткодiюче вiдштовхування. Варiа-

цiйна умова екстремуму функцiонала зводиться до нелiнiйного iнтегрального рiвняння

Гаммерштейна вiдносно просторового розподiлу параметра порядку — локальної кон-

центрацiї частинок або густини мiжчастинкових зв’язкiв. Математичний апарат зали-

шається незмiнним для обох трактувань параметра порядку, тодi як фiзична iнтерпре-
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тацiя суттєво рiзниться: вибiр густини зв’язкiв встановлює прямий зв’язок з перколяцiй-

ною теорiєю i дозволяє описувати схоплювання i набiр мiцностi. Аналiз стiйкостi одно-

рiдного стану у просторi Фур’є показує, що при перевищеннi критичного параметра вза-

ємодiї 𝜆𝑐 система втрачає стiйкiсть вiдносно просторової моди з хвильовим числом 𝑘𝑐,

якому вiдповiдає характерний масштаб кластерiв 𝐿𝑐 = 2𝜋𝑙𝑎/𝑘𝑐. Отримано аналiтичнi

вирази для 𝑘𝑐 i 𝜆𝑐 через параметри мiкропотенцiалу. Схоплювання описується як мо-

мент 𝜉* перетину ефективного параметра взаємодiї 𝜆(𝜉) з критичним значенням 𝜆𝑐(𝜉)

в ходi повiльної еволюцiї потенцiалу внаслiдок гiдратацiї. Встановлено двостадiйний

зв’язок мiж структурною нестiйкiстю i перколяцiєю: структурна мода виникає при 𝜉*,

а перколяцiйний кластер — при 𝜉**, коли амплiтуда густини зв’язкiв у кластерах досягає

порогового значення 𝐴perc
0 . Числова реалiзацiя на основi спектрального перетворення

Фур’є та iтерацiй Пiккара пiдтвердила аналiтичнi прогнози i дозволила побудувати дi-

аграму структурних режимiв.

MSC: 74A60 + 74A30.

Ключовi слова: дисперснi матерiали, структуроутворення, рiвняння Гаммерштейна,

нелокальний функцiонал, аналiз стiйкостi, схоплювання, перколяцiя, параметр поряд-

ку.
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Вступ

Формування просторової структури в дисперсних матерiалах — цемен-

тних системах, керамiчних суспензiях, гiдратуючих в’яжучих — є одним

iз фундаментальних питань сучасного матерiалознавства. Механiчнi вла-

стивостi, трiщиностiйкiсть, дифузiйна проникнiсть i довговiчнiсть таких

матерiалiв визначаються значною мiрою просторовою органiзацiєю стру-

ктурних елементiв на мезоскопiчному масштабi — мiж розмiром окремої

частинки (1–100 нм) i макроскопiчним розмiром зразка. Мiкроскопiчнi

дослiдження фiксують у гiдратованих цементних пастах i золь-гель си-

стемах характерну просторову модуляцiю густини: кластери з масштабом

20–100 мкм, що суттєво перевищує розмiр частинки i вiдтворюється в рi-

зних системах [1; 2].

З фiзичної точки зору кластероутворення принципово вiдрiзняється вiд

класичного спiнодального розкладу, при якому нестiйкiсть максимальна

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
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при 𝑘 → 0. Кластероутворення породжує просторово-модульований стан

iз ненульовим 𝑘𝑐 > 0 — наслiдок конкурентного характеру взаємодiй: да-

лекодiяче притягання i короткодiяче вiдштовхування разом формують по-

тенцiальну яму на кiнцевiй вiдстанi 𝑟* ∼ 𝐿𝑐, що у просторi Фур’є вiдповiдає

максимуму 𝐺̂(𝑘) при 𝑘 = 𝑘𝑐 [3; 4].

Схоплювання матерiалу описується через iєрархiю часових масштабiв:

𝜏ℎ𝑦𝑑 ≫ 𝜏𝑟𝑒𝑙𝑎𝑥 ∼ 𝐿2
𝑐/𝐷, тобто фiзико-хiмiчнi процеси тверднення є повiль-

ними порiвняно з часом релаксацiї мiкроструктури. В рамках квазiста-

тичного наближення тверднення є повiльною параметричною еволюцiєю

системи вздовж сiмейства рiвноважних станiв аж до переходу через кри-

тичний порiг.

Серед iснуючих пiдходiв теорiя DLVO [1] є локальною i парною та не пе-

редбачає квазiперiодичних структур. Перколяцiйнi моделi [5; 6] описують

зв’язнiсть вже сформованої структури. Модель Кана–Хiлларда [7] описує

спiнодальний розклад iз 𝑘𝑐 = 0. Нелокальне узагальнення функцiонала

Гiнзбурга–Ландау iз замiною градiєнтного доданку на iнтегральний фун-

кцiонал iз ядром 𝐺(𝑟) [9] є найбiльш природним шляхом до опису квазi-

перiодичного структуроутворення iз прозорим зв’язком мiж формою мi-

кроскопiчного потенцiалу i масштабом мезоструктури. Варiацiйне рiвня-

ння зводиться до рiвняння Гаммерштейна [10; 11], але його систематичне

застосування до задач структуроутворення в дисперсних матерiалах зали-

шається практично нерозробленим.

Мета роботи — розробити нелокальну iнтегральну модель, яка аналi-

тично описує умови квазiперiодичного структуроутворення i схоплювання,

i пiдтвердити результати числовими розрахунками.

Основнi результати

1. Фiзико-хiмiчна модель системи

Розглянемо дисперсну систему: твердi частинки у рiдкiй або напiврiд-

кiй фазi, або у процесi тверднення (цементна паста, керамiчна суспензiя,

золь). Iєрархiя масштабiв: 𝑑≪ 𝐿𝑐 ∼ 20–100 мкм ≪ 𝐿macro.

Мiжчастинковий потенцiал апроксимується сумою двох юкавiвських

членiв:

𝐺(𝑟) =
𝐴

𝑟
𝑒−𝑟/𝑙𝑎 − 𝐵

𝑟
𝑒−𝑟/𝑙𝑟 , 𝐴,𝐵 > 0, 𝑙𝑟 < 𝑙𝑎, (1)
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де 𝐴,𝐵 — амплiтуди притягання та вiдштовхування, 𝑙𝑎, 𝑙𝑟 — їхнi радiуси.

Безрозмiрнi параметри: 𝛼 = 𝑙𝑟/𝑙𝑎 ∈ (0, 1) i 𝛾 = 𝐵/𝐴. Форма (1) є стан-

дартним наближенням для екранованої кулонiвської взаємодiї (𝑙𝑟 = 𝜅−1) i

допускає замкнений аналiтичний Фур’є-образ.

По мiрi гiдратацiї (𝜉 ∈ [0, 1]): 𝑙𝑟(𝜉) — спадна функцiя (зменшення деба-

євського радiусу), 𝐴(𝜉) — зростаюча (гiдратнi мiстки). Ефективний пара-

метр взаємодiї 𝜆(𝜉) ∝ 𝐴𝑙2𝑎 монотонно зростає.

Два варiанти параметра порядку дають iдентичний математичний апа-

рат. Концентрацiйне формулювання: 𝑢(𝑥) ≡ 𝜑(𝑥) — локальна кон-

центрацiя частинок. Зв’язкове формулювання: 𝑢(𝑥) ≡ 𝜌𝑏(𝑥) — ло-

кальна густина мiжчастинкових зв’язкiв; локальний модуль пружностi

𝐸(𝑥) ∝ 𝜌𝑏(𝑥). Перколяцiйний порiг 𝜌perc𝑏 є критичним значенням густини

зв’язкiв, при якому виникає макроскопiчна жорсткiсть. При просторово-

неоднорiдному 𝜌𝑏(𝑥) перколяцiя настає першою у кластерах, де 𝜌𝑏 ≫ 𝜌𝑏 —

ефект «ранньої перколяцiї» у твердiючих цементних системах [5; 6].

2. Вивiд математичної моделi

Нелокальний функцiонал вiльної енергiї:

𝐹 [𝑢] =

∫︁
𝑓
(︀
𝑢(r)

)︀
𝑑r− 1

2

∫︁∫︁
𝑢(r)𝐺(r− r′)𝑢(r′) 𝑑r 𝑑r′. (2)

Варiацiйна умова 𝛿𝐹/𝛿𝑢 = 0 з нелiнiйнiстю ℱ(𝑢) = 𝑢− 𝛽𝑢3 (𝛽 > 0) зводи-

ться до рiвняння Гаммерштейна:

𝑢(𝑥) = 𝜆

∫︁ 𝐿

0
𝐺(𝑥− 𝑥′)

[︀
𝑢(𝑥′)− 𝛽 𝑢(𝑥′)3

]︀
𝑑𝑥′. (3)

Знак «мiнус» перед 𝛽𝑢3 є принциповим: нуль функцiї ℱ(𝑢) = 𝑢− 𝛽𝑢3 = 0

при 𝑢 ̸= 0 дає фiзичну межу насичення:

𝑢max =
1√
𝛽
. (4)

При |𝑢| > 𝑢max функцiя ℱ змiнює знак. Необхiдно чiтко розрiзняти 𝑢max =

1/
√
𝛽 i локальний максимум ℱ(𝑢) при 𝑢* = 1/

√
3𝛽 — це рiзнi фiзичнi

величини (𝑢max = 1.0 проти 𝑢* ≈ 0.577 при 𝛽 = 1). Рiвняння (3) має

принаймнi один розв’язок при симетричному ядрi 𝐺 ∈ 𝐿2 i монотоннiй

ℱ [10; 11].
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Безрозмiрна параметризацiя. При 𝑥̃ = 𝑥/𝑙𝑎 безрозмiрне ядро:

𝐺̃(𝑥̃) =
𝑙2𝑎
𝐴
𝐺(𝑙𝑎𝑥̃) =

𝑒−|𝑥̃|

|𝑥̃|
− 𝛾 𝑒−|𝑥̃|/𝛼

|𝑥̃|/𝛼
. (5)

Чотири незалежних параметри: 𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝜆. В квазiстатичному наближеннi:

𝛼 = 𝛼(𝜉), 𝛾 = 𝛾(𝜉), 𝜆 = 𝜆(𝜉).

3. Аналiз стiйкостi та критерiй схоплювання

3.1. Умова втрати стiйкостi

Лiнеаризацiя (3) при 𝑢 = 𝛿𝑢, |𝛿𝑢| ≪ 1, дає рiвняння Фредгольма дру-

гого роду. Оскiльки ядро 𝐺̃ є трансляцiйно-iнварiантним, власними фун-

кцiями є плоскi хвилi 𝑒𝑖𝑘𝑥̃ i Фур’є-образ ядра:

𝐺̂(𝑘) =
2𝛾𝛼

1 + 𝛼2𝑘2
− 2

1 + 𝑘2
. (6)

Перший доданок — вiдштовхування (радiус 𝛼𝑙𝑎), другий — притягання

(радiус 𝑙𝑎). Умова втрати стiйкостi: 𝜆 𝐺̂(𝑘) = 1. Критичне хвильове число

i критичний параметр:

𝑘𝑐 = argmax
𝑘≥0

𝐺̂(𝑘), 𝜆𝑐 = 1/𝐺̂(𝑘𝑐). (7)

Умова квазiперiодичної (а не макроскопiчної) нестiйкостi: 𝐺̂(0) = 2(𝛾𝛼 −
1) < 0, тобто 𝛾𝛼 < 1.

3.2. Аналiтичний вираз для 𝑘𝑐

Умова 𝑑𝐺̂/𝑑𝑘 = 0 при 𝑘 > 0, пiсля скорочення на 4𝑘, з позначенням

sg ≡ √
𝛾 𝛼3/2 дає:

𝑘2𝑐 =
sg − 1

𝛼2 − sg
, sg =

√
𝛾 𝛼3/2. (8)

Умова 𝑘2𝑐 > 0 виконується при 𝛼2 < sg < 1, тобто:

𝛼 < 𝛾 < 𝛼−3. (9)

Характерний масштаб кластерiв:

𝐿𝑐 =
2𝜋

𝑘𝑐
𝑙𝑎. (10)

Формула (10) є центральним аналiтичним результатом: вона прямо зв’язує

масштаб мезоструктури з параметрами мiкроскопiчного потенцiалу.
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3.3. Рiвняння Ландау i тип бiфуркацiї

При 𝜆 = 𝜆𝑐(1 + 𝜀), 0 < 𝜀 ≪ 1, пiдстановка 𝑢 = 𝐴0𝜀
1/2 cos(𝑘𝑐𝑥̃) + 𝜀𝑢2 +

𝑂(𝜀3/2) i умова Фредгольма через тотожнiсть cos3 𝜃 = 3
4 cos 𝜃 + 1

4 cos 3𝜃

дають рiвняння Ландау:

𝑔 𝐴2
0 = 𝜀, 𝑔 = 3𝛽

4 +Δ𝑔 > 0, (11)

де Δ𝑔 > 0 — внесок вiд взаємодiї через 𝑢2.

𝐴0 ≈
√︀
𝜀/𝑔 ∝ 𝜀1/2. (12)

При 𝑔 > 0 — надкритична бiфуркацiя: 𝐴0 наростає вiд нуля плавно; при

𝑔 < 0 — субкритична: стрибкоподiбне схоплювання з гiстерезисом.

3.4. Критерiй схоплювання

Момент схоплювання — перетин 𝜆(𝜉) i 𝜆𝑐(𝜉):

𝜆(𝜉*) = 𝜆𝑐(𝜉
*). (13)

Схоплювання у реологiчному сенсi вiдбувається при 𝜉** > 𝜉*, коли:

𝐴0(𝜉
**) = 𝐴perc

0 . (14)

Iнтервал Δ𝜉 = 𝜉** − 𝜉* є аналiтичним аналогом «iндукцiйного часу схо-

плювання» за ДСТУ EN 196-3.

4. Числова реалiзацiя моделi

4.1. Метод швидкого перетворення Фур’є

На рiвномiрнiй сiтцi з 𝑁 вузлiв нелокальний iнтегральний оператор

обчислюється через кругову згортку за теоремою Фур’є:

conv[𝑖] = Re
[︁(︀
𝐺̂disc · (ℱ [𝑢])

)︀]︁
𝑖
, (15)

де 𝐺̂disc — дискретний Фур’є-образ ядра, обчислений аналiтично один раз

перед iтерацiями. Складнiсть однiєї iтерацiї: 𝑂(𝑁 log𝑁) замiсть 𝑂(𝑁2) при

квадратурному пiдходi; похибка — спектральна (спадає швидше за будь-

який ступiнь 𝑁−𝑝).

4.2. Iтерацiя Пiккара з параметром релаксацiї

𝑢
(𝑛+1)
𝑖 = (1− 𝜔)𝑢

(𝑛)
𝑖 + 𝜔 𝜆ℎ · conv(𝑛)[𝑖], (16)
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де 𝜔 ∈ (0.05, 0.35] — адаптивний параметр релаксацiї. Критерiй збiжностi:

max𝑖 |𝑢(𝑛+1)
𝑖 − 𝑢

(𝑛)
𝑖 | < tol = 10−9. Початкове наближення i метод продов-

ження:

𝑢(0)(𝑥̃) = 𝜀0 cos(𝑘𝑐𝑥̃), 𝜀0 = 10−3. (17)

При параметричному скануваннi по 𝜆 розв’язок при 𝜆𝑛 слугує початковим

наближенням для 𝜆𝑛+1.

4.3. Параметри числового моделювання

Табл. 1: Параметри числового моделювання

Параметр Позн. Базове зн. Дiапазон

Кiлькiсть вузлiв 𝑁 512 256–1024

Безрозмiрна довжина 𝐿̃ 27.0 (≈10𝐿𝑐) 10–50

Вiдношення радiусiв 𝛼 0.3 0.1–0.7

Вiдношення амплiтуд 𝛾 2.0 0.5–5.0

Параметр нелiнiйностi 𝛽 1.0 0.1–5.0

Параметр взаємодiї 𝜆 𝜆𝑐 · (1.05 . . . 2.20) —

Початкове збурення 𝜀0 10−3 —

Допуск збiжностi tol 10−9 —

Параметр релаксацiї 𝜔 0.35 (адапт.) 0.05–0.35

При 𝛼 = 0.3, 𝛾 = 2.0: 𝑘𝑐 = 2.322, 𝐿𝑐 = 27.1 мкм, тому 𝐿̃ = 27.0 ≈ 10𝐿𝑐.

Умова зони (9): 0.3 < 2.0 < 37.0 — виконується.

5. Результати числових експериментiв

5.1. Верифiкацiя Фур’є-образу ядра i критичного хвильового

числа

На рис. 1 показано функцiю 𝐺̂(𝑘) для чотирьох значень 𝛼 = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5

при 𝛾 = 2.0, 𝑙𝑎 = 10 мкм. В усiх чотирьох випадках 𝐺̂(𝑘) має виражений

максимум при 𝑘𝑐 > 0, що пiдтверджує наявнiсть квазiперiодичної нестiй-

костi.

Розмiрнi значення 𝐿𝑐 = 19.8–44.4 мкм реалiстичнi для мезоструктури

гiдратованих цементних паст (характерний масштаб просторової модуляцiї

за даними скануючої електронної мiкроскопiї: 20–100 мкм).

5.2. Профiлi параметра порядку

При 𝜆/𝜆𝑐 = 1.05 профiль є практично правильною косинусоїдою з 𝐴0 =

0.251 (ландауський прогноз 0.252, похибка < 0.5%). При 𝜆/𝜆𝑐 = 1.6 i 2.0
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Табл. 2: Аналiтичний i числовий прогноз 𝑘𝑐 i 𝐿𝑐 при 𝛾 = 2.0, 𝑙𝑎 = 10 мкм

𝛼 𝑘𝑐 (аналiт.) 𝑘𝑐 (числ.) Похибка 𝐿𝑐/𝑙𝑎 𝐿𝑐, мкм

0.20 3.178 3.178 < 0.01% 1.98 19.8

0.30 2.322 2.322 < 0.01% 2.71 27.1

0.50 1.414 1.414 < 0.02% 4.44 44.4

0 2 4 6 8 10
   k

1.25

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

G
(k

)

' -    ( = 2.0, la = 10.0 )

= 0.2,  kc = 3.178,  Lc = 19.8 
= 0.3,  kc = 2.322,  Lc = 27.1 
= 0.4,  kc = 1.802,  Lc = 34.9 
= 0.5,  kc = 1.414,  Lc = 44.4 

Рис. 1: Фур’є-образ ядра 𝐺̂(𝑘) при 𝛾 = 2.0, 𝑙𝑎 = 10 мкм для 𝛼 =

0.2, 0.3, 0.4, 0.5. Вертикальнi пунктири — положення 𝑘𝑐; точки — значе-

ння 𝐺̂(𝑘𝑐).

пiки загострюються — нелiнiйне збагачення спектра вищими гармонiками.

Жоден профiль не перетинає межу ±𝑢max = ±1.0 (рис. 2).

5.3. Спектральний аналiз

При 𝜆/𝜆𝑐 = 1.05 Фур’є-спектр має практично єдиний пiк при 𝑘𝑐; решта

компонент на 10–12 порядкiв меншi (рiвень машинної точностi ∼ 10−15).

При 𝜆/𝜆𝑐 = 2.0 третя гармонiка при 𝑘 ≈ 3𝑘𝑐 досягає ∼ 10−2 вiд основного

пiку — прямий прояв нелiнiйностi ℱ(𝑢) (рис. 3). Структурний фактор 𝑆(𝑘)

з рiзким пiком при 𝑘𝑐 вiдповiдає «горбу», що спостерiгається у спектрах

малокутового розсiяння рентгенiвських променiв i нейтронiв цементних

паст.

5.4. Нелiнiйне насичення амплiтуди

В усiх трьох випадках 𝐴0 наростає вiд нуля при 𝜆𝑐 i насичується. В дi-
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Рис. 2: Профiлi 𝑢(𝑥̃) при 𝛼 = 0.3, 𝛾 = 2.0, 𝛽 = 1.0 для 𝜆/𝜆𝑐 =

1.05, 1.2, 1.6, 2.0. Червонi пунктири — межа насичення ±𝑢max = ±1/
√
𝛽 =

±1.0.
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Рис. 3: Амплiтудний спектр |𝑢̂(𝑘)|/𝑁 i структурний фактор 𝑆(𝑘) =

|𝑢̂(𝑘)|2/𝑁 при 𝛼 = 0.3, 𝛾 = 2.0, 𝛽 = 1.0 для 𝜆/𝜆𝑐 = 1.05, 1.4, 2.0. Вер-

тикальна пунктирна лiнiя — 𝑘𝑐 = 2.322.
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Рис. 4: Залежнiсть 𝐴0(𝜆/𝜆𝑐) при 𝛼 = 0.3, 𝛾 = 2.0 для 𝛽 = 0.5, 1.0, 2.0

(суцiльнi — числовий розрахунок, пунктирнi — прогноз Ландау). Горизон-

тальнi пунктири — 𝑢max = 1/
√
𝛽. Права панель — подвiйна логарифмiчна

шкала; пунктир — закон 𝜀1/2.

апазонi 𝜀 < 0.10 вiдхилення вiд 𝜀1/2 не перевищує 3%. При бiльшому 𝛽 на-

сичення вiдбувається швидше: параметр 𝛽 характеризує нелiнiйну «жорс-

ткiсть» системи (рис. 4).

5.5. Параметричний аналiз: 𝐿𝑐(𝛼) i 𝜆𝑐(𝛼).

Зменшення 𝛼 при фiксованому 𝛾 збiльшує 𝑘𝑐 i зменшує 𝐿𝑐: при 𝛼 =

0.20 — 𝐿𝑐 = 19.8 мкм, при 𝛼 = 0.50 — 𝐿𝑐 = 44.4 мкм (рис. 5). Монотонне

спадання 𝜆𝑐(𝛼) означає, що при бiльшому 𝛼 нестiйкiсть настає при меншiй

iнтенсивностi взаємодiї.

5.6. Дiаграма структурних режимiв

На рис. 6 видiляються чотири зони. Зона I (𝐴0 < 5 × 10−5): 𝑢 ≡ 0.

Зона II (5× 10−5 ≤ 𝐴0 < 0.25): слабка кластеризацiя, профiль квазiсину-

соїдальний. Зона III (0.25 ≤ 𝐴0 < 0.75): розвинена кластеризацiя, вищi

гармонiки значущi; при 𝐴0 ≥ 𝐴perc
0 = 0.25 у кластерах вперше досягається

перколяцiйний порiг. Зона IV (𝐴0 ≥ 0.75): пiки профiлю наближаються до

𝑢max = 1/
√
𝛽. Лiнiя 𝜆 = 𝜆𝑐(𝛼) є межею мiж однорiдною i структурованою

фазами — аналог лiнiї рiвноваги на фазовiй дiаграмi.

5.7. Сценарiй схоплювання: еволюцiя за ступенем гiдратацiї

Моделювання виконано при 𝛼0 = 0.35, 𝛾0 = 2.0, 𝛽 = 1.0 з 𝛼(𝜉) =

0.35(1− 0.20𝜉), 𝛾(𝜉) = 2.0(1 + 0.50𝜉), 𝜆(𝜉) = 𝜆0𝑒
0.80𝜉, 𝜆0 ≈ 0.75𝜆𝑐(0).

𝜆(𝜉) монотонно зростає; 𝜆𝑐(𝜉) спадає; перетин при 𝜉* = 0.194 (рис. 7).
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Рис. 5: Залежностi 𝐿𝑐(𝛼) (злiва) i 𝜆𝑐(𝛼) (справа) при 𝛾 = 2.0, 4.0, 6.0,

𝑙𝑎 = 10 мкм. Вертикальнi пунктири — верхня межа зони (9): 𝛼 = 𝛾−2/3.
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Рис. 6: Дiаграма структурних режимiв у площинi (𝜆/𝜆𝑐(𝛼), 𝛼) (злiва) i

теплова карта 𝐴0(𝜆, 𝛼) (справа) при 𝛾 = 2.0, 𝛽 = 1.0. Зони: I — однорiдний

стан, II — слабка кластеризацiя, III — розвинена, IV — насичена.

При 𝜉 < 𝜉*: 𝐴0 ≡ 0. При 𝜉 ≥ 𝜉*: 𝐴0 наростає, досягаючи 𝐴
perc
0 = 0.25 при

𝜉** = 0.377. Iндукцiйний iнтервал: Δ𝜉 = 0.183.

𝐿𝑐(𝜉) має параболiчну форму з максимумом 31.4 мкм при 𝜉 ≈ 0.45:

конкуренцiя мiж зменшенням 𝛼 (збiльшує 𝐿𝑐) i зростанням 𝛾 (зменшує 𝐿𝑐).

Змiна 𝐿𝑐 упродовж сценарiю не перевищує ±1%.

Профiлi: 𝜉 = 0.04 (синiй) — 𝑢 ≡ 0 (однорiдний стан); 𝜉 ≈ 𝜉* = 0.20

(червоний) — малi осциляцiї 𝐴0 ≈ 0.1; 𝜉 = 0.65 (зелений) — розвинена

модуляцiя 𝐴0 ≈ 0.75.
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Рис. 7: Сценарiй схоплювання при 𝛼0 = 0.35, 𝛾0 = 2.0, 𝛽 = 1.0. Верхнiй

лiвий — еволюцiя 𝜆(𝜉) i 𝜆𝑐(𝜉); 𝜉* = 0.194. Верхнiй правий — наростання

𝐴0(𝜉); 𝐴
perc
0 = 0.25, 𝜉** = 0.377. Нижнiй лiвий — еволюцiя 𝐿𝑐(𝜉). Нижнiй

правий — профiлi 𝑢(𝑥̃) при 𝜉 = 0.04 (однорiдний стан), 𝜉 ≈ 𝜉* = 0.20

(народження структури), 𝜉 = 0.65 (розвинений стан).

5.8. Збiжнiсть iтерацiй Пiккара Кривi збiжностi монотоннi i гладкi

(рис. 8). Критичне сповiльнення при 𝜆/𝜆𝑐 = 1.05 (4226 iтерацiй) пiдтвер-

джує надкритичний характер бiфуркацiї: поблизу 𝜆𝑐 спектральний радi-

ус оператора Пiккара наближається до одиницi. При 𝜆/𝜆𝑐 = 2.0 — лише

68 iтерацiй.
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Рис. 8: Збiжнiсть iтерацiй Пiккара: ‖𝑢(𝑛+1) − 𝑢(𝑛)‖∞ вiд номера iтерацiї 𝑛

при 𝛼 = 0.3, 𝛾 = 2.0, 𝛽 = 1.0 для 𝜆/𝜆𝑐 = 1.05 (4226 iт.), 1.4 (418 iт.), 2.0

(68 iт.). Горизонтальна пунктирна лiнiя — tol= 10−9.

6. Обговорення результатiв

Механiзм квазiперiодичної самоорганiзацiї. При конкурентному

потенцiалi 𝐺̂(𝑘) є рiзницею двох лоренцiвських функцiй i при 𝛾𝛼 < 1 є

вiд’ємною при 𝑘 = 0 та має максимум при 𝑘𝑐 > 0. Однорiдне збурення

менш «вигiдне», нiж збурення з 𝑘𝑐, бо вiдштовхування частково компен-

сує притягання саме при 𝑘 → 0. Системи з суто притягальним потенцiа-

лом мали б максимум при 𝑘 = 0 i демонстрували б лише макрофазовий

розклад.

Аналогiя з iншими системами. Аналогiчний механiзм реалiзується

у блок-кополiмерах (крива Лейблера), холестеричних рiдких кристалах i

морфогенетичних патернах Тьюрiнга. В усiх цих системах поблизу порогу

нестiйкостi реалiзується однакове рiвняння Ландау 𝑔𝐴2
0 = 𝜀 i закон 𝐴0 ∝

𝜀1/2.

Зв’язок iз перколяцiйною теорiєю. Стандартна теорiя передбачає

однорiдний розподiл i порiг 𝜌perc𝑏 . В нашiй моделi при 𝜉 > 𝜉* розподiл 𝜌𝑏(𝑥)

є просторово-неоднорiдним: у кластерах 𝜌𝑏 ≫ 𝜌𝑏. Перколяцiя у кластерах

настає при 𝜌𝑏 ≪ 𝜌perc𝑏 — ефект «ранньої перколяцiї». Це узгоджується зi

спостереженнями: перколяцiя гелевої фази C–S–H фiксується при об’ємнiй

частцi ≈ 0.15–0.20 проти 0.28–0.31 за теорiєю випадкових упаковок.

Двостадiйне схоплювання. При 𝜉*: виникнення просторової неодно-

рiдностi; в’язкiсть починає зростати. При 𝜉**: перколяцiйна жорсткiсть;

матерiал перестає бути текучим. Iнтервал Δ𝜉 = 𝜉** − 𝜉* є аналогом «часу
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схоплювання» за ДСТУ EN 196-3.

Зiставлення з експериментом. При реалiстичних параметрах (𝑙𝑎 ∼
10 мкм, 𝛼 = 0.2–0.5, 𝛾 = 2–3) модель дає 𝐿𝑐 = 20–45 мкм, що вiдповiдає

даним скануючої електронної мiкроскопiї гiдратованих цементних паст.

Структурний фактор 𝑆(𝑘) з рiзким пiком при 𝑘𝑐 вiдповiдає за формою

«горбу» у спектрах малокутового розсiяння цементних паст.

Кiлькiснi оцiнки для цементних систем. Розглянемо конкретний

приклад: портландцементна паста водоцементним вiдношенням В/Ц= 0.40.

Характерний розмiр частинок C–S–H складає 𝑑 ≈ 5 нм, радiус дебаєвсько-

го екранування при типовiй iоннiй силi 𝐼 ≈ 0.1 моль/л: 𝜅−1 ≈ 1 нм. Радi-

ус далекодiючого притягання визначається переважно ван-дер-ваальсовою

взаємодiєю: 𝑙𝑎 ≈ 8–12 нм. Тодi 𝛼 = 𝑙𝑟/𝑙𝑎 ≈ 0.08–0.15, i за формулою (10)

при 𝛾 ≈ 2–3 отримуємо 𝐿𝑐 ≈ 15–50 мкм — що точно вiдповiдає характер-

ним масштабам мезопористої структури зрiлої цементної пасти за даними

ртутної порометрiї та малокутового розсiяння нейтронiв.

Параметр 𝜆 зростає вiд 𝜆 ≈ 0.7𝜆𝑐 при В/Ц= 0.40 i 𝜉 = 0 до 𝜆 ≈ 2.5𝜆𝑐

при 𝜉 = 1; перетин 𝜆(𝜉) = 𝜆𝑐(𝜉) вiдбувається приблизно при 𝜉* ≈ 0.15–0.25,

що вiдповiдає часу схоплювання 𝑡* ≈ 2–5 год — у повнiй вiдповiдностi з

нормативними вимогами ДСТУ EN 196-3 (початок схоплювання: не ранiше

45 хв, кiнець: не пiзнiше 12 год). Iндукцiйний iнтервал Δ𝜉 ≈ 0.15–0.20

вiдповiдає технологiчному часу мiж початком i кiнцем схоплювання Δ𝑡 ≈
1–3 год, що також узгоджується з практичними даними.

Обмеження моделi. Одновимiрна постановка (у 2D/3D можуть реа-

лiзовуватися ламелярна, гексагональна або кубiчна мезофази); iзотропне

ядро; детермiнiстична постановка (без теплових флуктуацiй поблизу 𝜆𝑐);

вiдсутнiсть зворотного зв’язку мiж структуроутворенням i кiнетикою гi-

дратацiї.

7. Висновки

1. Побудовано нелокальну модель на основi рiвняння Гаммерштейна

𝑢 = 𝜆𝐺̂ℱ [𝑢], де ℱ(𝑢) = 𝑢−𝛽𝑢3. Безрозмiрна параметризацiя виявляє
чотири незалежних параметри 𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝜆.

2. Обидва варiанти параметра порядку (𝜑(𝑥) i 𝜌𝑏(𝑥)) дають iдентичний

апарат. Вибiр 𝜌𝑏 встановлює прямий зв’язок iз перколяцiйною теорi-

єю: 𝐸(𝑥) ∝ 𝜌𝑏(𝑥), момент перколяцiї — момент появи макроскопiчної
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жорсткостi.

3. Спектральний аналiз дав аналiтичний вираз 𝑘2𝑐 = (𝑠𝑔 − 1)/(𝛼2 − 𝑠𝑔),

де 𝑠𝑔 =
√
𝛾 𝛼3/2, i характерний масштаб 𝐿𝑐 = 2𝜋𝑙𝑎/𝑘𝑐. Умова квазi-

перiодичної нестiйкостi: 𝛼 < 𝛾 < 𝛼−3. При реалiстичних параметрах

𝛼 = 0.20–0.50, 𝛾 = 2.0, 𝑙𝑎 = 10 мкм: 𝐿𝑐 = 19.8–44.4 мкм — кiлькiсна

вiдповiднiсть даним скануючої електронної мiкроскопiї.

4. Слабконелiнiйний аналiз дав рiвняння Ландау 𝑔𝐴2
0 = 𝜀, 𝑔 > 0 — над-

критична бiфуркацiя, 𝐴0 ∝ 𝜀1/2. Закон 𝜀1/2 пiдтверджено числово з

похибкою < 3% при 𝜀 < 0.10. Межа насичення 𝑢max = 1/
√
𝛽 вiдрi-

зняється вiд ландауського плато 1/
√
3𝛽.

5. Схоплювання є двостадiйним: при 𝜉* — виникнення квазiперiодичної

моди; при 𝜉** — перколяцiйна жорсткiсть. Iнтервал Δ𝜉 = 𝜉** − 𝜉* є

аналогом iндукцiйного часу схоплювання.

6. Алгоритм Пiккара на основi швидкого перетворення Фур’є (𝑂(𝑁 log𝑁),

tol= 10−9) пiдтвердив аналiтичнi прогнози з похибкою < 0.02% для

𝑘𝑐 i < 3% для 𝐴0(𝜀); верифiковано критичне сповiльнення (4226 iте-

рацiй при 𝜆/𝜆𝑐 = 1.05 проти 68 при 𝜆/𝜆𝑐 = 2.0).

7. Дiаграма структурних режимiв iз зонами I–IV i траєкторiя 𝜉-еволюцiї

на нiй унаочнюють двостадiйний механiзм схоплювання i забезпечу-

ють кiлькiсний зв’язок мiж параметрами мiкропотенцiалу i техноло-

гiчними характеристиками матерiалу.

8. Перспективи розвитку моделi

Найбiльш природним розширенням є перехiд до двовимiрної i триви-

мiрної постановки задачi, де при 𝑘𝑐 > 0 нестiйкiсть виникає вiдносно сфери

хвильових чисел у 𝑘-просторi i конкретна симетрiя структури (ламелярна,

гексагональна, кубiчна) визначається нелiнiйними взаємодiями мiж мода-

ми в рамках теорiї груп. В одновимiрному випадку рiвняння Гаммерштей-

на породжує лише один тип структур — квазiсинусоїдальний розподiл; в

тривимiрному просторi виникає значно багатше рiзноманiття мезофаз, що

вiдповiдає реальнiй рiзноманiтностi мiкроструктур цементних систем.

Стохастичне узагальнення — включення лангевенiвського шумового

члена до правої частини рiвняння Гаммерштейна — дозволить описати

флуктуацiйнi ефекти поблизу 𝜆𝑐 i нуклеацiю в субкритичному режимi, а
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також визначити ширину критичної зони i характеристичний час вирiвню-

вання флуктуацiй. Перспективним є явне з’єднання нелокальної моделi з

рiвнянням кiнетики гiдратацiї: коефiцiєнт дифузiї залежить вiд 𝑢(𝑥) через

проникнiсть структури, що перетворює систему на нелiнiйну зв’язану за-

дачу i дозволяє моделювати зворотний вплив мiкроструктури на кiнетику

тверднення.

Iдентифiкацiя параметрiв моделi (𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝜆0) на основi даних реологi-

чних вимiрювань i малокутового розсiяння є важливим практичним на-

прямком. Оскiльки цi параметри допускають пряму фiзичну iнтерпрета-

цiю через мiкроскопiчний потенцiал взаємодiї, така iдентифiкацiя дозво-

лить прогнозувати 𝜉*, 𝜉** i 𝐿𝑐 для конкретних рецептур цементних си-

стем — що є безпосередньою технологiчною задачею при розробцi матерi-

алiв iз заданими строками схоплювання.
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NONLOCAL MATHEMATICAL MODEL OF PROCESSES IN DIS-

PERSED MATERIALS

Summary

The paper presents a nonlocal physico-mathematical model describing two in-

terrelated phenomena in dispersed materials: the emergence of a quasiperi-

odic cluster mesostructure and the setting of the material during hardening.

The model is based on a nonlocal free energy functional with a competing

Yukawa-type interaction potential combining long-range attraction and short-

range repulsion. The variational stationarity condition reduces to a nonlinear

Hammerstein integral equation for the order parameter spatial distribution,

taken as local particle concentration or bond density. Both formulations share

the same mathematical framework; the bond density choice establishes a direct

link with percolation theory. Stability analysis of the homogeneous state in

Fourier space shows that when 𝜆 exceeds a critical value 𝜆𝑐, the system loses

stability at wavenumber 𝑘𝑐 with cluster scale 𝐿𝑐 = 2𝜋𝑙𝑎/𝑘𝑐. Analytical expres-

sions for 𝑘𝑐 and 𝜆𝑐 are derived. Setting is described as the moment 𝜉* at which

𝜆(𝜉) crosses 𝜆𝑐(𝜉) during hydration. A two-stage mechanism is established:

structural mode at 𝜉*, percolation cluster at 𝜉** when the bond amplitude

reaches 𝐴perc
0 . A spectral FFT Picard algorithm confirms the analytical pre-

dictions and yields a structural regime diagram.

Keywords: dispersed materials, structure formation, Hammerstein equation,

nonlocal functional, stability analysis, setting, percolation, order parameter.
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КВАЗI-КЕЛЕРОВИХ ПРОСТОРIВ

В роботi вирiшуються основнi питання теорiї 𝐹 -планарних вiдображень квазi-келерових

просторiв: 1) для будь-якого квазi-келерового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з’ясувати, допускає

вiн 𝐹 -планарнi вiдображення зi збереженням майже комплексної структури в принципi

чи нi; 2) якщо допускає, то знайти тi квазi-келеровi простори (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), на якi це

вiдображення вiдбувається.

За допомогою методiв, розроблених М. С. Синюковим в теорiї геодезичних рiв-

нянь рiманових просторiв ми звели основнi рiвняння 𝐹 -планарних вiдображень квазi-

келерових просторiв до нової форми, яка допускає ефективне дослiдження i дозволяє

отримати вiдповiдь на питання 1) i 2) в результатi розв’язування системи лiнiйних одно-

рiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих функцiй з коефiцiєнтами iз 𝑉𝑛 .

Зауважимо, що за рахунок великого 𝑛 навiть розв’язати лiнiйну однорiдну алге-

браїчну систему може бути технiчно дуже складно. Тому велике значення мають iншi

пiдходи до вирiшення питань iснування (або неiснування) 𝐹 -планарних вiдображень

для певних класiв просторiв. Як приклад ми видiлили широкий клас квазi-келерових

просторiв, що мiстить симетричнi i рекурентнi простори i не допускає нетривiальних

𝐹 -планарних вiдображень зi збереженням майже комплексної структури.
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1. Вступ

Ми продовжуємо дослiдження 𝐹 -планарних вiдображень многовидiв,

що надiленi квазi-келеровою структурою ([2; 5; 6]) i є узагальненням гео-

дезичних вiдображень рiманових просторiв та голоморфно-проективних

вiдображень келерових просторiв([3; 6]).

Нехай (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) - рiмановий простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 i афi-

норною структурою 𝐹 ℎ𝑖 .

За умов

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 , (1)

𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 = −𝑔𝑗𝛼𝐹𝛼𝑖 , (2)

𝐹 ℎ𝑖,𝑗 = −𝐹 ℎ𝛼,𝛽𝐹𝛼𝑖 𝐹
𝛽
𝑗 (3)

структура 𝐹 ℎ𝑖 називається квазi-келеровою, а рiмановий простiр 𝑉𝑛 з такою

структурою - квазi-келеровим.

Розглянемо квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) i (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ). Основнi

рiвняння 𝐹 -планарного вiдображення ([3])

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )−→(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ),

при 𝑛 > 3 в загальнiй за вiдображенням системi координат (𝑥𝑖) мають

вигляд

Γ
ℎ
𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑖𝑗(𝑥) + 𝜓(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖𝐹

ℎ
𝑗), (4)

𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) = 𝐹
ℎ
𝑖 (𝑥), (5)

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 ,

𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, 𝐹 𝑖𝑗 = −𝐹 𝑗𝑖, (6)

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹

𝛼
𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 ,

𝐹 ℎ𝑖,𝑗 = −𝐹 ℎ𝛼,𝛽𝐹𝛼𝑖 𝐹
𝛽
𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖|𝑗 = −𝐹 ℎ𝛼|𝛽𝐹

𝛼
𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , (7)

де Γℎ𝑖𝑗 ,Γ
ℎ
𝑖𝑗 символи Кристофеля 𝑉𝑛, 𝑉 𝑛, вiдповiдно; 𝜓𝑖(𝑥), 𝜑𝑖(𝑥) - деякi ко-

вектори; дужками (𝑖, 𝑗) позначено операцiю симетрування ; кома «,» i вер-

тикальна риска «|» - знаки коварiантної похiдної вiдносно зв’язностi 𝑉𝑛 i

𝑉 𝑛, вiдповiдно.
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Нагадаємо, що 𝐹 -планарне вiдображення вважається тривiальним, якщо

𝜓𝑖 = 𝜑𝑖 = 0. Тому нетривiальнi 𝐹 -планарнi вiдображення (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) на

(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з основними рiвняннями (4) можуть бути такими:

𝐼 𝜓𝑖 = 0, 𝜑𝑖 ̸= 0;

𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 = 0;

𝐼𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 ̸= 0.

У випадку 𝐼 𝐹 -планарне вiдображення називають канонiчним; у ви-

падку 𝐼𝐼 воно є геодезичним вiдображенням ([1; 6]); вiдображення 𝐼𝐼𝐼

називають 𝐹 -планарними основного типу.

Ранiше ми довели, що квазi-келеровi простори не допускають нетривi-

альних геодезичних i канонiчних 𝐹 -планарних вiдображень, а в рiвняннях

(4)

𝜓𝛼𝐹
𝛼
𝑖 = −𝜑𝑖, 𝜑𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = 𝜓𝑖 (8)

i що вектор 𝜓𝑖 є градiєнтним, тобто iснує iнварiант 𝜓(𝑥) такий, що

𝜓𝑖 =
𝜕𝜓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖.
(9)

Далi ми розглядаємо 𝐹 -планарнi вiдображення квазi-келерових про-

сторiв основного типу.

Дослiдження проводяться в тензорнiй формi, локально, в класi доста-

тньо гладких функцiй.

Основнi результати

2. Лiнiйна форма основних рiвнянь 𝐹 -планарних вiдобра-

жень квазi-келерових просторiв

1∘. Будемо далi операцiю згортання з афiнором позначати таким чи-

ном:

𝐴...
𝑖...

= 𝐴...𝛼...𝐹
𝛼
𝑖 , 𝐴𝑖...... = 𝐴𝛼...... 𝐹

𝑖
𝛼

i називати сполученням по вiдповiдному iндексу. Очевидно, що з огляду

на (1)

𝐴...
𝑖
... = −𝐴...𝑖..., 𝐴𝑖...... = −𝐴𝑖......
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При цьому вважаємо, що сполучення проводиться пiсля коварiантного ди-

ференцiювання, тобто

𝐴ℎ
𝑖,𝑗

= 𝐴ℎ𝛼,𝑗𝐹
𝛼
𝑖 .

2∘. Розглянемо квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) i (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ), якi

знаходяться в 𝐹 -планарному вiдображеннi

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )−→(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ).

Як вiдомо, 𝑔𝑖𝑗|𝑘 = 0, тому рiвняння (4) може бути записане в iншiй

формi:

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 2𝜓𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝜓𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜓𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜓𝑖𝐹 𝑗𝑘 − 𝜓𝑗𝐹 𝑖𝑘 (10)

Легко бачити, що (4) i (10) - еквiвалентнi форми основних рiвнянь 𝐹 -

планарних вiдображень. Вони є системами нелiнiйних диференцiальних

рiвнянь в частинних похiдних вiдносно 𝑔𝑖𝑗 i 𝜓𝑖. Сучасна теорiя диферен-

цiальних рiвнянь не дає регулярних методiв розв’язування таких систем.

Тому ми скористаємось методами, розробленими М. С. Синюковим в те-

орiї геодезичних рiвнянь рiманових просторiв ([1]) i зведемо (10) до нової

форми, яка допускає ефективне дослiдження.

3∘. Введемо в 𝑉𝑛 двiчi коварiантний симетричний i невироджений

тензор

𝑎𝑖𝑗 = 𝑒2𝜓𝑔𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗 , (11)

де 𝜓(𝑥) - iнварiант такий, що

𝜓𝑖 =
𝜕𝜓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖.

З огляду на те, що 𝑔ℎ𝛼𝑔𝛼𝑖 = 𝛿ℎ𝑖 , маємо

𝑔ℎ𝛼,𝑗𝑔𝛼𝑖 + 𝑔ℎ𝛼𝑔𝛼𝑖,𝑗 = 0.

Тому з урахуванням (10) коварiантна похiдна 𝑎𝑖𝑗 в 𝑉𝑛 приймає вигляд:

𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 𝜆𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑖𝐹𝑗𝑘 − 𝜆𝑗𝐹𝑖𝑘. (12)

Тут

𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 (13)

i

𝜆𝑖 = −𝑒2𝜓𝜓𝛼𝑔𝛼𝛽𝑔𝛽𝑖. (14)
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Легко довести, що вектор 𝜆𝑖 градiєнтний. Дiйсно, з (12) витiкає

𝑎𝛼𝛽,𝑘𝑔
𝛼𝛽 = (𝑎𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽),𝑘 = 4𝜆𝑘,

до того ж 𝜆𝑖 ̸= 0 при 𝜓𝑖 ̸= 0 i навпаки.

Має мiсце

Теорема 1. Для того, щоб квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) допускав

нетривiальне 𝐹 -планарне вiдображення зi збереженням майже компле-

ксної структури, необхiдно i достатньо, щоб в ньому iснував двiчi коварi-

антний симетричний невироджений тензор 𝑎𝑖𝑗, що задовольняє умовам

(12, 13) при деякому векторi 𝜆𝑖 ̸= 0.

Доведення не наводиться через його повну аналогiю з ([1]).

Диференцiальнi рiвняння в коварiантних похiдних (12) є новою бiльш

ефективною для дослiджень формою основних рiвнянь 𝐹 -планарних вiд-

ображень квазi-келерових просторiв тому, що мають лiнiйний характер

вiдносно невiдомих функцiй 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖. Ми переходимо до вивчення питань

iснування (або не iснування) таких дифеоморфiзмiв.

3. Основнi теореми теорiї 𝐹 -планарних вiдображень квазi-

келерових просторiв

1∘. Будемо вивчати основнi рiвняння 𝐹 -планарних вiдображень квазi-

келерових просторiв в новiй формi (12). Їх умови iнтегрованостi вигляд:

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 𝜆𝑖,𝑙𝑔𝑘𝑗 + 𝜆𝑗,𝑙𝑔𝑘𝑖 − 𝜆𝑖,𝑘𝑔𝑙𝑗 − 𝜆𝑗,𝑘𝑔𝑙𝑖+

+𝜆𝑖,𝑙𝐹𝑘𝑗 + 𝜆𝑗,𝑙𝐹𝑘𝑖 − 𝜆𝑖,𝑘𝐹𝑙𝑗 − 𝜆𝑗,𝑘𝐹𝑙𝑖+

+𝜆𝛼𝐹
𝛼
𝑖,𝑙𝐹𝑘𝑗 + 𝜆𝛼𝐹

𝛼
𝑗,𝑙𝐹𝑘𝑖 − 𝜆𝛼𝐹

𝛼
𝑖,𝑘𝐹𝑙𝑗 − 𝜆𝛼𝐹

𝛼
𝑗,𝑘𝐹𝑙𝑖−

−𝜆𝑖𝐹𝑗𝑘,𝑙 − 𝜆𝑗𝐹𝑖𝑘,𝑙 + 𝜆𝑖𝐹𝑗𝑙,𝑘 + 𝜆𝑗𝐹𝑖𝑙,𝑘

(15)

Розв’язуючи це рiвняння вiдносно 𝜆𝑖,𝑙, отримуємо:

2𝑛(𝑛− 2)𝜆𝑖,𝑙 = 2(𝑛− 2)𝜈𝑔𝑖𝑙 + 𝑛

(︂
𝑎𝛼𝑖𝑅

𝛼̄𝛽

.𝛽.𝑙
+ 𝑎𝛼𝑙𝑅

𝛼𝛽

.𝛽.̄𝑖

)︂
+ (𝑛− 1)

(︂
2𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽
.𝑖.𝑙 + 𝑎𝛼𝑖𝑅

𝛼
𝑙 + 𝑎𝛼𝑙𝑅

𝛼
𝑖

)︂
+ 2𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽

.̄𝑖.𝑙̄
+ 𝑎𝛼𝑖̄𝑅

𝛼
𝑙̄ + 𝑎𝛼𝑙̄𝑅

𝛼
𝑖̄ .

(16)
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де

𝜈 = 𝜆𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽, 𝑅𝛼. 𝑖

𝛽
. 𝑙

= 𝑔𝛿𝛽𝑅𝛼. 𝑖𝛿𝑙,

𝑅𝛼𝑙 - змiшанi компоненти тензора Рiччi.

З умов iнтегрованостi спiввiдношень (16), якi ми не наводимо через їх

громiздкiсть, знаходимо:

2𝑛(𝑛− 2)𝜈,𝑘 = 𝜆𝛼

(︂
2𝑛(𝑛− 2)𝑅𝛼𝑘 + 𝑛(𝑛− 4)𝑅𝛼. 𝛽

𝛽

. 𝑘
− 3𝑛2𝑅𝛼. 𝛽

𝛽

. 𝑘
− 2𝑛𝛿𝛼𝑘 𝑅̃

)︂
+

+𝑎𝛼𝛽

(︂(︀
𝐵𝛼𝛽
𝛾𝑘,𝛿 +𝐵𝛼𝛽

𝛾𝛿,𝑘

)︀
𝑔𝛾𝛿 −

(︀
𝐵𝛼𝛽

𝛾𝑘,𝛿
+𝐵𝛼𝛽

𝛾𝛿,𝑘

)︀
𝐹 𝛾𝛿

)︂
,

(17)

де

𝐵𝛼𝛽
𝑖𝑙 = (𝑛− 1)

(︂
2𝑅𝛼𝛽.𝑖.𝑙 + 𝛿𝛽𝑖 𝑅

𝛼
𝑙 + 𝛿𝛽𝑙 𝑅

𝛼
𝑖

)︂
+ 2𝑅𝛼𝛽

.̄𝑖.𝑙̄
+ 𝐹 𝛽𝑖 𝑅

𝛼
𝑙̄ + 𝐹 𝛽𝑙 𝑅

𝛼
𝑖̄

+ 𝑛

(︂
𝛿𝛽𝑖 𝑅

𝛼̄𝛾
.𝛾.𝑙 + 𝛿𝛽𝑙 𝑅

𝛼𝛾
.𝛾.̄𝑖

)︂
.

(18)

𝑅̃ = 𝑅𝛼𝛽
𝛼𝛽

..
.

Спiввiдношення (12), (16) i (17) утворюють замкнену систему диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку типу Кошi вiдносно шуканих функцiй

𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑘 та 𝜈. Отже справедлива

Теорема 2. Для того, щоб квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) допускав

нетривiальне 𝐹 -планарне вiдображення зi збереженням майже компле-

ксної структури, необхiдно i достатньо, щоб система диференцiальних

рiвнянь (12), (16) i (17) мала в ньому нетривiальний розв’язок

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

(︂
= 𝑎𝑗𝑖(𝑥), det ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥‖ ≠ 0

)︂
, 𝜆𝑖(𝑥)

(︀
̸= 0
)︀
, 𝜈(𝑥),

що задовольняє умови 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 .

Зазначена система диференцiальних рiвнянь (12), (16) та (17) є лiнiй-

ною з коефiцiєнтами внутрiшнього характеру вiдносно простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖 )

i в цьому просторi для будь-яких початкових значень

𝑎𝑖𝑗(𝑥∘) = 𝑎𝑖𝑗
∘
, 𝜆𝑖(𝑥∘) = 𝜆𝑖

∘
, 𝜈(𝑥∘) = 𝜈

∘
,
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має не бiльш одного розв’язку i тому кiлькiсть довiльних сталих в загаль-

ному розв’язку системи рiвнянь (12), (16) та (17) (позначимо її (𝐴)) за

умови (13) не перевищує

𝑁∘ = (𝑚+ 1)2, (𝑛 = 2𝑚).

2∘. Питання про iснування нетривiальних розв’язкiв системи (𝐴) зво-

диться до дослiдження умов iнтегрованостi її рiвнянь та їх диференцiаль-

них продовжень, що являють собою алгебраїчну систему рiвнянь вiдносно

невiдомих функцiй з коефiцiєнтами з 𝑉𝑛.

Для першої групи рiвнянь (𝐴) умови iнтегрованостi виходять з (15)

замiною в них коварiантної похiдної вектора 𝜆𝑖 виразом (16) в формi:

𝑎𝛼𝛽𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝜆𝛼𝑃

𝛼
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0, (19)

де

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 = 2𝑛(𝑛− 2)

(︂
𝛿𝛼𝑖 𝑅

𝛽
𝑗𝑙𝑘 + 𝛿𝛼𝑗 𝑅

𝛽
𝑖𝑙𝑘

)︂
−

−
(︂
𝐵𝛼𝛽
𝛾𝑘 𝑔𝑙𝛿 −𝐵𝛼𝛽

𝛾𝑙 𝑔𝑘𝛿

)︂(︂
𝑂𝛾𝛿𝑖𝑗 +𝑂𝛾𝛿𝑗𝑖

)︂
,

(20)

𝑂𝛾𝛽𝑖𝑗 = 𝛿𝛾𝑖 𝛿
𝛽
𝑗 + 𝐹 𝛾𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , (21)

𝑃𝛼𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐹𝛼𝑖,𝑙𝐹𝑘𝑗 + 𝐹𝛼𝑗,𝑙𝐹𝑘𝑖 − 𝐹𝛼𝑖,𝑘𝐹𝑙𝑗 − 𝐹𝛼𝑗,𝑘𝐹𝑙𝑖−

−𝐹𝛼𝑖
(︂
𝐹𝑗𝑘,𝑙 − 𝐹𝑗𝑙,𝑘

)︂
− 𝐹𝛼𝑗

(︂
𝐹𝑖𝑘,𝑙 − 𝐹𝑖𝑙,𝑘

)︂
,

(22)

𝐵𝑖𝑗
𝑘𝑙 визначенi формулою (18).

Аналогiчно умови iнтегрованостi другої i третьої груп рiвнянь (𝐴) з

урахуванням (12), (16) та (17) можна представити у виглядi

𝑎𝛼𝛽𝐿
𝛼𝛽
𝑖𝑘𝑙 + 𝜆𝛼𝑀

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 0, (23)

𝑎𝛼𝛽𝐿̃
𝛼𝛽
𝑘𝑙 + 𝜆𝛼𝑀̃

𝛼
𝑘𝑙 + 𝜈𝑆𝑘𝑙 = 0, (24)

вiдповiдно. Тут 𝐿𝛼𝛽𝑖𝑘𝑙 , 𝑀𝛼
𝑖𝑘𝑙, 𝐿̃𝛼𝛽𝑘𝑙 , 𝑀̃𝛼

𝑘𝑙, 𝑆𝑘𝑙 - деякi тензори з компо-

нентами внутрiшнього характеру вiдносно 𝑉𝑛, якi ми не наводимо через їх

громiздкiсть.

Таким чином, умови iнтегрованостi системи (𝐴) мають вигляд (19),

(23), (24). Позначимо їх (𝐵). Зауважимо, що (𝐵) та їх диференцiальнi
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продовження, якi будемо позначати (𝐵1), (𝐵2), ..., утворюють систему лi-

нiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖, 𝜈 з коефiцiєнтами

з 𝑉𝑛. Так як кiлькiсть невiдомих функцiй дорiвнює (𝑚+1)2,що знайдеться

таке натуральне число 𝑠, (𝐵𝑠) та подальшi продовження будуть наслiдками

(𝐵), (𝐵1), (𝐵2),...,(𝐵(𝑠−1).

Має мiсце

Теорема 3. Квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) допускає 𝐹 -планарне

вiдображення зi збереженням майже комплексної структури тодi i тiль-

ки тодi, коли система рiвнянь (𝐵), (𝐵1), (𝐵2),...,(𝐵(𝑠−1) має в 𝑉𝑛 розв’язок

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

(︂
= 𝑎𝑗𝑖(𝑥)

)︂
, 𝜆𝑖(𝑥), 𝜈(𝑥),

причому det ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥‖ ≠ 0, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖 ̸= 0.

3∘. Максмальне число суттєвих параметрiв 𝑟, тобто початкових зна-

чень

𝑎𝑖𝑗(𝑥∘) = 𝑎𝑖𝑗
∘
, 𝜆𝑖(𝑥∘) = 𝜆𝑖

∘
, 𝜈(𝑥∘) = 𝜈

∘
,

вiд яких залежить в даному 𝑉𝑛 загальний розв’язок системи (𝐴), нази-

вають ступенем рухливостi простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень. В нашому випадку

𝑟 ≤ 𝑁∘ = (𝑚+ 1)2.

Тут 𝑟 досягає максимуму 𝑁∘ тодi i тiльки тодi, коли система (𝐴) має в

просторi 𝑉𝑛 розв’язок при будь-яких початкових значеннях i отже коли

ця система цiлком iнтегровна. В такому разi умови (𝐵) виконуються то-

тожньо вiдносно 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖 i 𝜈.

Вимагаючи, щоб перша група (19) рiвнянь (𝐵) виконувалася тотожньо

вiдносно 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖, отримуємо:

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝑇 𝛽𝛼𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0,

𝑃𝛼𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0.

Звiдси пiсля певних алгебраїчних перетворень витiкає, що

𝐹 ℎ𝑖,𝑗 = 0
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i

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 =
𝑅

𝑛(𝑛+ 2)

(︂
𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ𝑘 𝐹𝑖𝑗 − 𝐹 ℎ𝑗 𝐹𝑖𝑘 + 2𝐹 ℎ𝑖 𝐹𝑘𝑗

)︂
.

Це свiдчить про те, що наше (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖 ) необхiдно є келеровим простором

сталої голоморфної кривини.

I навпаки, якщо (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) -келеровий простiр сталої голоморфної

кривини, то легко перевiрити, що рiвняння (𝐵) виконуються тотожньо.

Викнується

Теорема 4. Серед квазi-келерових просторiв (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) келеровi просто-

ри сталої голоморфної кривини i тiльки вони мають максимальний сту-

пiнь рухливостi вiдносно 𝐹 -планарних вiдображень зi збереженням май-

же комплексної структури.

4. 𝐹 -планарнi вiдображення спецiальних квазi-келерових

просторiв

Розглянемо квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), в якому виконуються

деякi умови. По-перше, зауважимо, що з огляду на (41) спiввiдношення

(22) i (21) дають нам

𝑃𝛼𝛾𝛿𝜉𝜂𝑂
𝛾𝛿
𝑖𝑗 𝑂

𝜉𝜂
𝑘𝑙 = 0.

Тодi з (19) маємо:

𝑎𝛼𝛽𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0, (25)

де

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑇𝛼𝛽𝛾𝛿𝜉𝜂𝑂
𝛾𝛿
𝑖𝑗 𝑂

𝜉𝜂
𝑘𝑙 .

Якщо тензор 𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 в (19) задовольняє умови

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑚 = 𝑇𝛼𝛽𝛾𝛿𝜉𝜂𝐴
𝛾𝛿𝜉𝜂
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚, (26)

де 𝐴𝛾𝛿𝜉𝜂𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 - довiльний тензор типу (4.5), то з (25) витiкає:

𝑎𝛼𝛽,𝑚𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝛽𝑇

𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑚 = 0,

i отже

𝑎𝛼𝛽,𝑚𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0. (27)



ОСНОВНI ТЕОРЕМИ ТЕОРIЇ 𝐹 -ПЛАНАРНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ ISSN 2519–206X 35

З огляду на (12) i (20) останнi спiввiдношення можна представити в такому

виглядi:

𝑛

(︂
𝜆𝑖𝑄𝑗𝑚𝑘𝑙 + 𝜆𝑗𝑄𝑖𝑚𝑘𝑙 − 𝜆𝑖𝑄𝑗𝑚𝑘𝑙 − 𝜆𝑗𝑄𝑖𝑚𝑘𝑙−

−𝑔𝑚𝑖𝜆𝛾𝑄𝛾𝑗𝑘𝑙 − 𝑔𝑚𝑗𝜆𝛾𝑄
𝛾
𝑖𝑘𝑙 − 𝐹𝑚𝑖𝜆𝛾𝑄

𝛾

𝑗𝑘𝑙
− 𝐹𝑚𝑗𝜆𝛾𝑄

𝛾

𝑖𝑘𝑙

)︂
+

+𝑔𝑘𝑖𝐴𝑗𝑚𝑙 + 𝑔𝑘𝑗𝐴𝑖𝑚𝑙 − 𝑔𝑙𝑖𝐴𝑗𝑚𝑘 − 𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑚𝑘+

+𝐹𝑘𝑖𝐴𝑗𝑚𝑙 + 𝐹𝑘𝑗𝐴𝑖𝑚𝑙 − 𝐹𝑙𝑖𝐴𝑗𝑚𝑘 − 𝐹𝑙𝑗𝐴𝑖𝑚𝑘 = 0,

(28)

де

𝑄𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑂
𝛼𝛽
𝑖𝑗 𝑂

𝛾𝛿
𝑘𝑙 ,

𝐴𝑖𝑚𝑙 = 𝐶𝛼𝑚𝛽𝑂
𝛼𝛽
𝑖𝑙 ,

𝐶𝑖𝑚𝑙 = −𝜆𝛼𝑄𝛼.𝑖𝑙𝑚 − 𝜆𝛼𝑄
𝛼
.𝑙𝑖𝑚 + 𝑔𝑖𝑚𝜆𝛼𝑄

𝛼𝛽
..𝛽𝑙 + 𝜆𝑖𝑄

𝛽
.𝑙𝑚𝛽,

𝑄ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑔ℎ𝛼𝑄𝛼𝑖𝑗𝑘, 𝑄ℎ𝑖.. 𝑗𝑘 = 𝑔ℎ𝛼𝑔𝑖𝛽𝑄𝛼𝛽𝑗𝑘.

Враховуючи те, що

𝑄𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑂
𝛼𝛽
𝑖𝑗 𝑂

𝛾𝛿
𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙,

за допомогою певних алгебраїчних перетворень з рiвняння (8) при 𝜆𝑖 ̸= 0

знаходимо

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙+𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙+𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙+𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 =
4𝑅

𝑛(𝑛+ 2)

(︂
𝑔𝑙𝑖𝑔𝑗𝑘−𝑔𝑘𝑖𝑔𝑗𝑙+𝐹𝑙𝑖𝐹𝑗𝑘−𝐹𝑘𝑖𝐹𝑗𝑙+2𝐹𝑖𝑗𝐹𝑙𝑘

)︂
.

Таким чином, квазi-келеровий простiр, в якому виконуються умови

(26), виявився узагальнено 𝐹 -плоским.

Справедлива

Теорема 5. Квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), що задовольняють умо-

вам (26) i вiдмiннi вiд узагальнено 𝐹 -плоских, не допускають нетривiаль-

них 𝐹 -планарних вiдображень зi збереженням майже комплексної стру-

ктури.

Зауважимо, що симетричнi i рекурентнi рiмановi простори задоволь-

няють умовам (26), тому має мiсце

Теорема 6. Симетричнi i рекурентнi квазi-келерови простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )

не допускають нетривiальних 𝐹 -планарних вiдображень зi збереженням

майже комплексної структури.
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Висновки

Ми розглядали ключовi питання теорiї 𝐹 -планарних вiдображень квазi-

келерових просторiв:

1) як для будь-якого квазi-келерового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з’ясувати,

допускає вiн 𝐹 -планарнi вiдображення зi збереженням майже комплексної

структури в принципi чи нi;

2) якщо допускає, то як знайти тi квазi-келеровi простори (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ),

на якi це вiдображення вiдбувається.

Для вiдповiдi на перше з цих питань треба з’ясувати, чи має система

нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 2𝜓𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝜓𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜓𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜓𝑖𝐹 𝑗𝑘 − 𝜓𝑗𝐹 𝑖𝑘

розв’язки

𝑔𝑖𝑗(𝑥)

(︂
= 𝑔𝑗𝑖(𝑥), det ‖𝑔𝑖𝑗(𝑥‖ ≠ 0

)︂
, 𝜓𝑖(𝑥)

(︀
̸= 0
)︀

за умови

𝐹 𝑖𝑗 = −𝐹 𝑗𝑖.

Сучасна теорiя диференцiальних рiвнянь не дає регулярних методiв розв’язування

таких систем. Тому ми скористалися методами, розробленими М. С. Си-

нюковим в теорiї геодезичних рiвнянь рiманових просторiв ([1]) i звели

основнi рiвняння 𝐹 -планарних вiдображень квазi-келерових просторiв до

нової форми, яка допускає ефективне дослiдження ( про це йдеться в Тео-

ремi 1). За допомогою цiєї нової форми вiдповiдь на питання 1) i 2) можна

отримати в результатi розв’язування системи лiнiйних однорiдних алгебра-

їчних рiвнянь вiдносно невiдомих функцiй з коефiцiєнтами iз 𝑉𝑛(Теореми

2,3).

Отже ми отримали ефективний i простий спосiб для будь-якого квазi-

келерового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з’ясувати, допускає вiн 𝐹 -планарнi вiд-

ображення зi збереженням майже комплексної структури в принципi чи

нi, i в разi позитивної вiдповiдi знайти всi тi квазi-келеровi простори

(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), на якi це вiдображення вiдбувається.

Зауважимо, що теоретично питання остаточно вирiшено, але практи-

чно за рахунок великого 𝑛 навiть розв’язати лiнiйну однорiдну алгебра-

їчну систему може бути технiчно дуже складно. Тому велике значення
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мають iншi пiдходи до вирiшення питань як iснування, так i неiснування

𝐹 -планарних вiдображень для певних класiв просторiв. Ми видiлили ши-

рокий клас квазi-келерових просторiв, серед яких мiстяться симетричнi i

рекурентнi, який не допускає нетривiальних 𝐹 -планарних вiдображень зi

збереженням майже комплексної структури (Теореми 5,6).
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FUNDAMENTAL THEOREMS OF THE THEORY OF 𝐹 -PLANAR

MAPPINGS OF QUASI-KAHLERIAN SPACES

Summary

The paper addresses the main issues of the theory of 𝐹 -planar mappings

of quasi-Kahler spaces: 1) for any quasi-Kahler space (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), find out

whether it admits 𝐹 -planar mappings with preservation of an almost complex

structure in principle or not; 2) if it admits, then find those quasi-Kahler spaces

(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), onto which this mapping occurs.

Using the methods developed by M. S. Synyukov in the theory of geodesic

equations of Riemannian spaces, we reduced the basic equations of 𝐹 -planar

mappings of quasi-Kahler spaces to a new form that allows for effective research

and allows us to obtain an answer to questions 1) and 2) as a result of solving

a system of linear homogeneous algebraic equations with unknown functions

with coefficients from 𝑉𝑛 .

Note that due to the large 𝑛, even solving a linear homogeneous algebraic

system can be technically very difficult. Therefore, other approaches to solving

the questions of existence (or non-existence) of 𝐹 -planar mappings for certain

classes of spaces are of great importance. As an example, we have singled out a

wide class of quasi-Kahler spaces that contains symmetric and recurrent spaces

and does not admit non-trivial 𝐹 -planar mappings while preserving an almost

complex structure.

Keywords: Riemannian space, Riemannian tensor, Ricci tensor, almost com-

plex structure, Kahlerian space, quasi-Kahlerian space, 𝐹 -planar mapping.
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ПРО ГЕОДЕЗИЧНI ВIДОБРАЖЕННЯ ПСЕВДОРIМАНОВИХ

ПРОСТОРIВ ЗI СПЕЦIАЛЬНИМИ ВЕКТОРНИМИ ПОЛЯМИ

У статтi дослiджуються геодезичнi вiдображення псевдорiманових просторiв, якi є

одним iз фундаментальних об’єктiв сучасної диференцiальної геометрiї. Теорiя геодези-

чних вiдображень бере свiй початок у роботах Е. Бельтрамi, У. Дiнi та Т. Левi-Чевiти

i протягом понад пiвтора столiття залишається важливим напрямом геометричних до-

слiджень. Значний внесок у її розвиток зробили Г. Вейль, Л. П. Ейзенхарт, Т. Томас,

В. Ф. Каган, М. С. Синюков та їхнi послiдовники, якi створили iнварiантний тензорний

апарат дослiдження вiдображень та розробили ефективнi методи аналiзу вiдповiдних

диференцiальних рiвнянь.

Актуальнiсть роботи зумовлена необхiднiстю подальшого вивчення геометричних

властивостей псевдорiманових просторiв i встановлення умов iснування їх геодезичних

вiдображень. Особливий iнтерес до таких дослiджень пов’язаний не лише з внутрiшнi-

ми проблемами диференцiальної геометрiї, а й iз численними застосуваннями в ма-

тематичнiй фiзицi, механiцi, теорiї гравiтацiї та моделюваннi динамiчних процесiв, де

траєкторiї руху можуть iнтерпретуватися як геодезичнi лiнiї вiдповiдних просторiв.
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Метою роботи є дослiдження нових характеристик спецiальних псевдорiманових

просторiв та їх геодезичних вiдображень. Об’єктом дослiдження виступають спецiальнi

класи псевдорiманових просторiв, а предметом — системи диференцiальних рiвнянь,

умови їх iнтегрованостi та диференцiальнi продовження, що характеризують можли-

вiсть iснування геодезичних вiдображень.

Для досягнення поставленої мети використано класичнi методи рiманової геометрiї,

локальнi методи дослiдження в класi достатньо гладких функцiй i тензорний апарат.

Отриманi результати сприяють подальшому розвитку теорiї геодезичних вiдображень

та поглиблюють уявлення про геометричну будову псевдорiманових просторiв.
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Вступ

За свою бiльше нiж 160 рiчну iсторiю теорiя геодезичних вiдображень

приваблювала увагу багатьох дослiдникiв. Першим питання про геодези-

чне вiдображення поверхнi 𝑉2 на площину 𝐸2 розглянув Е. Бельтрамi [1]

в 1865 роцi, розв’язуючи задачi картографiї. Пiзнiше в 1869 роцi У. Дiнi

[2] поставив загальну задачу про можливiсть геодезичного вiдображення

𝑉2 на 𝑉2. Ним, по сутi, ця задача була розв’язана для рiманових просто-

рiв, однак розв’язок був надзвичайно складний, i всi роки пiсля того, вiн

багато разiв уточнювався та модифiкувався цiлим рядом вчених. Серед

цих робiт особливе мiсце займає робота 1896 року Т. Левi Чевiти [3], в

якiй вiн, виходячи з рiвнянь динамiки, сформулював постановку задачi

та отримав основнi рiвняння. Пiсля того, як тензорнi методи дослiджен-

ня зайняли домiнуючi позицiї в диференцiальнiй геометрiї, Г. Вейль, Л.

П. Ейзенхарт, Т. Томас, В. Ф. Каган та iншi побудували струнку теорiю

геодезичних вiдображень псевдорiманових просторiв, iнварiантну вiдносно

вибору системи координат [4–7]. Новий поштовх ця теорiя отримала пiсля

робiт М.С. Синюкова, який звiв задачу до дослiдження лiнiйної системи

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
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диференцiальних рiвнянь [7].

В теорiї геодезичних вiдображень працювала велика кiлькiсть вчених

як математикiв, так i фiзикiв, зацiкавлених в застосуваннi результатiв для

моделювання динамiчних процесiв [8]. Як вiдомо, рух деяких типiв механi-

чних систем, багато процесiв в гравiтацiйних та електромагнiтних полях,

в суцiльних середовищах протiкають по траєкторiях, якi можна розгля-

дати, як геодезичнi лiнiї афiннозв’язного або псевдорiманового простору,

що визначаються енергетичним режимом, при якому зовнiшнi сили вiдсу-

тнi, або по деяким кривим, вектор кривини яких це вектор узагальнених

зовнiшнiх сил.

Вивчення вiдображень (морфiзмiв) рiзних типiв геометричних стру-

ктур складає актуальну частину сучасної диференцiальної геометрiї. Пiд

вiдображенням в сучаснiй геометрiї розумiють дифеоморфiзм, що зберi-

гає тi чи iншi властивостi геометричних об’єктiв. Одним iз центральних в

сучаснiй геометрiї є пошук вiдповiдi на питання: допускає чи не допускає

псевдорiманiв простiр вiдображення.

Особливе мiсце в розвитку теорiї вiдображень займає одеська геометри-

чна школа. Хоча формально школа бере початок вiд В.Ф. Кагана, основнi

успiхи пов’язанi з роботами професора М. С. Синюкова та його учнiв: М.

Л. Гаврильченка, С. Г. Лейка, I. М. Курбатової, Н. В. Яблонської, О. М.

Синюкової та iнших [7; 9].

Метою даної роботи є дослiдження нових характеристик псевдорiма-

нових просторiв та їх геодезичних вiдображень.

Обєктом дослiдження є спецiальнi псевдорiмановi простори i їх геоде-

зичнi вiдображення.

Предметом дослiдження являються диференцiальнi рiвняння, їх умо-

ви iнтегрованостi та диференцiальнi продовження, якi характеризують те,

допускає чи не допускає заданий узагальнений простiр вказаний тип вiд-

ображення.

Методи дослiдження це класичнi методи дослiдження рiманової геоме-

трiї. Дослiдження ведуться локально, в класi достатньо гладких функцiй

з використанням тензорних методiв.
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1. Попереднi вiдомостi

Геодезичною лiнiєю в псевдорiмановому просторi 𝑉𝑛 з метричним тен-

зором 𝑔𝑖𝑗 називають криву, яка задовольняє умовi

𝜓𝑖,𝛼𝜓
𝛼 = 𝜌𝜓𝑖 (1)

тут кома це знак коварiантної похiдної 𝜓𝑖,𝛼 = 𝜕𝑗𝜓𝑖 − 𝜓𝛼Γ
𝛼
𝑖𝑗 , Γ

ℎ
𝑖𝑗 - символи

Христофеля, а 𝜓ℎ = 𝜓𝛼𝑔𝛼ℎ [10].

Взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж точками псевдорiманових про-

сторiв 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 i 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 назива-

ється геодезичним вiдображенням, якщо при нiй кожна геодезична лiнiя

𝑉𝑛 переходить в геодезичну лiнiю 𝑉𝑛. Геодезичнi вiдображення вiдмiннi вiд

гомотетiї називають нетрiвiальними.

Необхiдною i достатньою умовою того, щоб псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛
допускав нетрiвiальнi геодезичнi вiдображення є iснування в ньому розв’язкiв

систем диференцiальних рiвнянь в коварiантних похiдних

𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 𝜆𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑗𝑔𝑖𝑘 (2)

вiдносно тензора 𝑎𝑖𝑗(= 𝑎𝑗𝑖 ̸= 𝑐𝑔𝑖𝑗) та вектора 𝜆𝑖 ( ̸= 0) [7].

Тут кома знак коварiнтної похiдної

𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 𝜕𝑘𝑎𝑖𝑗 − 𝑎𝛼𝑗Γ
𝛼
𝑖𝑘 − 𝑎𝛼𝑖Γ

𝛼
𝑗𝑘. (3)

Систему (2) називають лiнiйною формою основних рiвнянь теорiї геодези-

чних вiдображень. При вiдомих розв’язках системи (2) метричнi тензори

псевдорiманових просторiв 𝑉𝑛 та 𝑉𝑛 можуть бути знайденi з рiвнянь

𝑎𝑖𝑗 = 𝑒2𝜓𝑔𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗 ; (4)

𝜆𝑖 = −𝑒2𝜓𝑔𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝜓𝛽. (5)

Тут 𝑔𝑖𝑗 елементи оберненої матрицi метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 псевдорiмано-

вого простору 𝑉𝑛 геодезично вiдповiдного псевдорiмановому простору 𝑉𝑛,

𝜓𝑖 =
1

2(𝑛+ 1)
𝜕𝑖 ln

|𝑔𝑖𝑗 |
|𝑔𝑖𝑗 |

[11; 12].
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Об’єкти псевдорiманового простору 𝑉𝑛, якi визначенi за допомогою ме-

тричного тензора 𝑔𝑖𝑗 називають, внутрiшнiми об’єктами псевдорiманово-

го простору [13; 14]. Крiм внутрiшнiх об’єктiв вивчають i об’єкти, якi не

є внутрiшнiми, зокрема тензор 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 такий, що

𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 −𝐵(𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘), (6)

де 𝛿ℎ𝑖 — символи Кронекера, 𝑅𝑖𝑗𝑘 —тензор Рiмана, а 𝐵 — деякий iнварiант.

Якщо тензор 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 0, то псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 є простором сталої

кривини i

𝐵 =
𝑅

𝑛(𝑛− 1)
. (7)

Тут 𝑅 — скалярна кривина, яка визначається за формулою

𝑅 = 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛼𝑔
𝛽𝛾 . (8)

I навпаки, якщо виконується умова (7), то тензор𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 спiвпадає з тензором

конциркулярної кривини, який визначається за формулою

𝑌 ℎ
𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 −

𝑅

𝑛(𝑛− 1)

(︁
𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘

)︁
. (9)

Псевдорiмановi простори, в яких iснує тензор 𝑇 𝑖1𝑖2...𝑖𝑟𝑗1𝑗2...𝑗𝑚
такий, що

𝑇 𝑖1𝑖2...𝑖𝑟𝑗1𝑗2...𝑗𝑛,𝑘
= 𝜌𝑘𝑇

𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗1𝑗2...𝑗𝑚

(10)

називають 𝑇 -рекурентними [15].

А якщо умови (10) виконуються для тензора Рiмана, то такi простори

називають рекурентними.

Векторнi поля 𝑢𝑘 ̸= 0, якi задовольняють для ненульових тензорiв

𝑇 𝑖1𝑖2...𝑖𝑟𝑗1𝑗2...𝑗𝑚
умовi

𝑢𝑘𝑇
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗1𝑗2...𝑗𝑚

+ 𝑢𝑗1𝑇
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑗2𝑘...𝑗𝑚

+ 𝑢𝑗2𝑇
𝑖1𝑖2...𝑖𝑟
𝑘𝑗1...𝑗𝑛

= 0 (11)

називають векторними оболонками тензора 𝑇 𝑖1𝑖2...𝑖𝑟𝑗1𝑗2...𝑗𝑚
вiдносно iндексiв 𝑗1

та 𝑗2 [16].
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Якщо векторна оболонка задається вiдносно кососиметричної пари iн-

дексiв тензора Рiмана, тобто

𝑢𝑖𝑅
ℎ
𝑗𝑘𝑙 + 𝑢𝑘𝑅

ℎ
𝑗𝑙𝑖 + 𝑢𝑙𝑅

ℎ
𝑗𝑖𝑘 = 0 (12)

то вона називається векторною оболонкою тензора Рiмана.

Враховуючи властивiсть тензора Рiмана

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,𝑙 +𝑅ℎ𝑖𝑘𝑙,𝑗 +𝑅ℎ𝑖𝑙𝑗,𝑘 = 0 (13)

легко переконатись, що в рекурентних псевдорiманових просторах iснує ве-

кторна оболонка тензора Рiмана. Тому псевдорiмановi простори, в яких ви-

конуються умови (12) називають слабо рекурентними просторами. Якщо

умовi (11) буде задовольнять тензор 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘, тобто

𝑢𝑖𝐷
ℎ
𝑗𝑘𝑙 + 𝑢𝑘𝐷

ℎ
𝑗𝑙𝑖 + 𝑢𝑙𝐷

ℎ
𝑗𝑖𝑘 = 0, (14)

то такi простори будемо називать 𝐷–слабо рекурентними псевдорiманови-

ми просторами.

2. Основнi результати

Далi ми розглянемо геодезичнi вiдображення 𝐷–слабо рекурентних

псевдорiманових просторiв.

Домножимо рiвняння (14) на 𝑔ℎ𝑙 та згорнемо по iндексам ℎ та 𝑙

𝑢𝛼𝐷
𝛼
𝑖𝑗𝑘 + 𝑢𝑗𝐷𝑖𝑘 + 𝑢𝑘𝐷𝑖𝑗 = 0. (15)

Тут

𝐷𝑖𝑗 = 𝐷𝛼
𝑖𝑗𝛼 = 𝑅𝑖𝑗 −𝐵(𝑛− 1)𝑔𝑖𝑗 , (16)

а 𝑅𝑖𝑗 — тензор Рiччi, такий що

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝛼𝑖𝑗𝛼. (17)
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При отриманнi формули (15) скористались властивiстю тензора 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘

𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘 +𝐷ℎ

𝑖𝑘𝑗 = 0. (18)

Пiдставимо (16) в (15) та врахуємо означення тензора 𝐷ℎ
𝑖𝑗𝑘

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝐵(𝑢𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑔𝑖𝑘) + 𝑢𝑘𝑅𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑅𝑖𝑘 −𝐵(𝑛− 1)(𝑢𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑔𝑖𝑘).

Групуючи, отримаємо

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝑢𝑘(𝑅𝑖𝑗 −𝐵(𝑛− 2)𝑔𝑖𝑗)− 𝑢𝑗(𝑅𝑖𝑘 −𝐵(𝑛− 2)𝑔𝑖𝑘) (19)

Позначимо

𝑅𝑖𝑗 −𝐵(𝑛− 2)𝑔𝑖𝑗 =𝑀𝑖𝑗 . (20)

Тодi (19) прийме вигляд

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝑢𝑘𝑀𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑀𝑖𝑘. (21)

Умови iнтегрування лiнiйної форми основних рiвнянь теорiї геодезичних

вiдображень будуть мать вид

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 𝜆𝑙𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑙𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑘𝑖𝑔𝑗𝑙 − 𝜆𝑘𝑗𝑔𝑖𝑙, (22)

тут 𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑖,𝑗 .

Домножимо рiвняння (22) на вектор 𝑢𝑙 = 𝑢𝛼𝑔
𝛼𝑙 та згорнемо по iндексу

𝑙

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝛽𝑢

𝛽 + 𝑎𝛼𝑗𝑅
𝛼
𝑖𝑘𝛽𝑢

𝛽 = 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑘𝑖𝑢𝑗 − 𝜆𝑘𝑗𝑢𝑖. (23)

Скористаємось властивостями тензора Рiмана

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝛽𝑢

𝛽 = 𝑎𝛼𝑖 𝑅𝛼𝑗𝑘𝛽𝑢
𝛽 = 𝑎𝛼𝑖 𝑢

𝛽𝑅𝑘𝛽𝛼𝑗 = 𝑎𝛼𝑖 𝑢𝛽𝑅
𝛽
𝑘𝑗𝛼.
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Пiдставимо отримане в рiвняння (23) та врахуємо рiвняння (21)

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 − 𝑎𝛼𝑖𝑀𝛼𝑘𝑢𝑗 + 𝑎𝛼𝑗𝑢

𝛼𝑀𝑘𝑖 − 𝑎𝛼𝑗𝑀𝛼𝑘𝑢𝑖 =

= 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝑢𝑗𝜆𝑘𝑖 − 𝑢𝑖𝜆𝑘𝑗 . (24)

Згрупуємо останнє

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 + 𝑎𝛼𝑗𝑢

𝛼𝑀𝑘𝑖 =

= 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑢𝑗(𝑎
𝛼
𝑖𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑖) + 𝑢𝑖(𝑎

𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗). (25)

Переконаємося, що вираз в дужках симетричний, тобто

𝑎𝛼𝑖𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑖 = 𝑎𝛼𝑘𝑀𝛼𝑖 − 𝜆𝑖𝑘. (26)

Для цього врахуємо означення тензора 𝑀𝑖𝑗 , симетричнiсть тензора 𝑎𝑖𝑗 ,

градiєнтнiсть вектора 𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑗𝑖 = 𝜆𝑖,𝑗 = 𝜆,𝑖𝑗 та вiдому властивiсть тензора

Рiччi

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗 = 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖 . (27)

Проальтернуємо рiвняння (25) по iндексам 𝑘 та 𝑖

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 − 𝑎𝛼𝑘𝑢

𝛼𝑀𝑖𝑗 =

= 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 − 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝑢𝑖(𝑎
𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗)− 𝑢𝑘(𝑎

𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑖 − 𝜆𝑖𝑗). (28)

В рiвняннi (28) перепозначимо iндекси 𝑘 та 𝑗

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 − 𝑎𝛼𝑗𝑢

𝛼𝑀𝑖𝑘 =

= 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 − 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝑢𝑖(𝑎
𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗)− 𝑢𝑗(𝑎

𝛼
𝑘𝑀𝛼𝑖 − 𝜆𝑘𝑖). (29)

Додавши рiвняння (29) та (25) пiслi зведення подiбних, отримаємо

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼𝑀𝑘𝑗 = 𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝑢𝑖(𝑎

𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗). (30)

Домножимо рiвняння (30) на тензор 𝑔𝑗𝑘 та згорнемо по iндексах 𝑗 та 𝑘

𝑢𝛼𝜆𝛼𝑖 =
𝑀

𝑛
𝑎𝛼𝑖𝑢

𝛼 − 𝜏𝑢𝑖. (31)

Тут 𝑀 =𝑀𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽; 𝜏 =

1

𝑛
(𝑎𝛾𝛼𝑀𝛾𝛽 − 𝜆𝛼𝛽) 𝑔

𝛼𝛽 .
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Пiдставимо вираз (31) в рiвняння (30)

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼

(︂
𝑀𝑘𝑗 −

𝑀

𝑛
𝑔𝑘𝑗

)︂
= 𝑢𝑖(𝑎

𝛼
𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗 − 𝜏𝑔𝑘𝑗). (32)

Так як вектор 𝑢𝑖 ̸= 0, то пiдберемо деякий вектор 𝜉𝑖 так, щоб 𝜉𝛼𝑢𝛼 = 1.

Домножимо рiвняння (32) на вектор 𝜉𝑖 та згорнемо по iндексу 𝑖.

𝑎𝛼𝑗𝑀𝛼𝑘 − 𝜆𝑘𝑗 − 𝜏𝑔𝑘𝑗 =
1
𝜏

(︂
𝑀𝑘𝑗 −

𝑀

𝑛
𝑔𝑘𝑗

)︂
. (33)

де
1
𝜏 = 𝑎𝛼𝛽𝑢

𝛼𝜉𝛽 .

Врахуємо вираз (33) в рiвняннi (32)

(𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼− 1

𝜏𝑢𝑖)

(︂
𝑀𝑘𝑗 −

𝑀

𝑛
𝑔𝑘𝑗

)︂
= 0. (34)

Таким чином, доведено теорему.

Теорема 1. Якщо 𝐷–слаборекурентний псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 допу-

скає нетривiальнi геодезичнi вiдображення, то в ньому виконується хоча

б одна з умов

𝑀𝑘𝑗 −
𝑀

𝑛
𝑔𝑘𝑗 = 0 (35)

або

𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼 =

1
𝜏𝑢𝑖. (36)

Розглянемо псевдорiмановi 𝐷-слаборекурентнi простори, в яких вико-

нується умова (35). Врахувавши означення тензора 𝑀𝑖𝑗 (20), будемо мати

𝑅𝑖𝑗 =
𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗 +𝐵

(𝑛− 1)(𝑛− 2)

𝑛
𝑔𝑖𝑗 (37)

Домножимо рiвняння (37) на 𝑔𝑖𝑗 та згорнемо по iндексах 𝑖 та 𝑗, отримаємо

𝐵 = 0, i тодi рiвняння (37) прийме вигляд

𝑅𝑖𝑗 =
𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗 . (38)

Песвдорiмановi простори, в яких виконуються умови (38), називають про-

сторами Ейнштейна [17].
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Таким чином, 𝐷-слаборекурентнi псевдорiмановi простори, якi допу-

скають нетривiальнi геодезичнi вiдображення i, в яких виконується умова

(35), будуть слаборекурентними просторами Ейнштейна i тодi

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = (𝑢𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝑢𝑗𝑔𝑖𝑘)

𝑅

𝑛
. (39)

Домножимо на 𝑔𝑖𝑗 та згорнемо по iндексах 𝑖 та 𝑗

𝑅

𝑛
𝑢𝑘 =

𝑅

𝑛
(𝑛− 1)𝑢𝑘

i тодi 𝑅 = 0. Тобто цi простори будуть просторами нульової скалярної

кривини, а їх тензор Рiччi задовольняє умовi

𝑅𝑖𝑗 = 0. (40)

Рiвняння (33) прийме вигляд

𝜆𝑖𝑗 + 𝜏𝑔𝑖𝑗 = 0. (41)

Простори, в яких iснує векторне поле, що задовольняє умовi (41), назива-

ють еквiдiстантними.

Умови iнтегрування рiвняння (41) мають вигляд [18]

𝜆𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 𝜏𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜏𝑘𝑔𝑖𝑗 . (42)

Домножимо дану тотожнiсть на 𝑔𝑖𝑗 та згорнемо по iндексам 𝑖 та 𝑗. Враху-

вавши (40), переконаємося, що 𝜏𝑖
𝑑𝑒𝑓
= 𝜕𝑖𝜏 = 0. Тодi (42) прийме вигляд

𝜆𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 0. (43)

Iз рiвнянь (40) також витiкає, що скалярна кривина псевдорiманового про-

стору 𝑉𝑛 дорiвнює нулю, тобто 𝑅 = 0 i (39) можна записати в виглядi

𝑢𝛼𝑅
𝛼
𝑖𝑗𝑘 = 0. (44)

Тодi рiвняння (7) дає можливiсть переконатися, що iнварiант 𝐵 = 0. Отже,

рiвняння (14) набуде вигляду (12).

Домноживши (12) на вектор 𝑢𝑖 та згорнувши по iндексу 𝑖, з урахуван-

ням (44), отримаємо

𝑢𝛼𝑢
𝛼 = 0. (45)

Тобто має мiсце теорема
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Теорема 2. Якщо слаборекурентний псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛, вiдмiнний

вiд простору сталої кривини, допускає нетривiальнi геодезичнi вiдобра-

ження, то вiн або еквiдiстантний Рiччi плаский простiр з iзотропним

вектором 𝑢𝑖 або виконується умова (36).

Розглянемо 𝐷–слаборекурентнi псевдорiмановi простори, в яких вико-

нуються умови (36).

Вираз (36) коварiантно продиференцiюємо:

𝜆𝛼𝑢
𝛼𝑔𝑖𝑗 + 𝜆𝑖𝑢𝑗 + 𝑎𝛼𝑖𝑢

𝛼
,𝑗 =

1
𝜏,𝑗𝑢𝑖+

1
𝜏𝑢𝑖,𝑗 . (46)

Домножимо рiвняння (46) на вектор 𝑢𝑖, згорнемо по iндесу 𝑖 та врахуємо

рiвняння (36)

2𝜆𝛼𝑢
𝛼𝑢𝑗 =

1
𝜏,𝑗𝑢𝛼𝑢

𝛼. (47)

Якщо вектор 𝑢𝑖 — iзотропний, тобто

𝑢𝛼𝑢
𝛼 = 0, (48)

то тодi

𝜆𝛼𝑢
𝛼 = 0 (49)

i

𝜆𝛼𝑢
𝛼
,𝑖 + 𝜆𝛼,𝑖𝑢

𝛼 = 0. (50)

А рiвняння (31) набувають вигляду

𝜆𝛼𝑢
𝛼
,𝑖 =

(︂
𝜏 − 𝑀

𝑛

1
𝜏

)︂
𝑢𝑖. (51)

З урахуванням рiвнянь (48), (49), (51) продиференцiюємо (46)

𝜆𝑖,𝑘𝑢𝑗 + 𝜆𝑖𝑢𝑗,𝑘 + 𝜆𝑖𝑢𝑘,𝑗 + 𝑎𝛼𝑖𝑢
𝛼
,𝑗𝑘 =

1
𝜏,𝑗𝑘𝑢𝑖+

1
𝜏,𝑗𝑢𝑖,𝑘+

1
𝜏𝑘𝑢𝑖,𝑗+

1
𝜏𝑢𝑖,𝑗𝑘. (52)

Домноживши на 𝑢𝑖 та згорнувши по 𝑖, переконаємось, що

𝑢𝛼𝜆𝛼,𝑘 = 0 (53)

i

𝜏 =
𝑀

𝑛

1
𝜏. (54)

Таким чином, має мiсце
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Наслiдок. Якщо в псевдорiмановому просторi 𝑉𝑛, що допускає спе-

цiальне векторне поле (14) i нетривiальнi геодезичнi вiдображення, ви-

конуються умови (36) та (48), то спецiальне векторне поле 𝑢𝑖 орто-

гональне вектору 𝜆𝑖 iз лiнiйного основного рiвняння теорiї геодезичних

вiдображень.

Висновки

Теорiя геодезичних вiдображень є одним iз iнструментiв моделюван-

ня фiзичних полiв по траєкторiям руху пробних частинок. В спецiальних

псевдорiманових просторах є можливiсть продемонструвати можливостi,

переваги та складностi застосування теорiї геодезичних вiдображень псев-

дорiманових просторiв. В роботi дослiджуються нетривiальнi геодезичнi

вiдображення псевдорiманових просторiв якi допускають спецiальнi ве-

кторнi поля. Знайдено характеристики розв’язкiв лiнiйної системи основ-

них рiвнянь теорiї геодезичних вiдображень. Цi простори є або еквiдiстан-

тними псевдорiмановими просторами, або вектор, що задає спецiальне ве-

кторне поле є власним вектором матрицi розвязку лiнiйної системи основ-

них рiвнянь теорiї геодезичних вiдображень. Отриманi результати вiдкри-

вають широкi можливостi для детального подальшого вивчення геодези-

чних вiдображень псевдорiманових просторiв, що допускають спецiальнi

векторнi поля.

Список лiтератури

1. Beltrami, E. (1865). Risoluzione del problema: riportari i punti di una supercie sopraun

piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresentante da lineerette. Ann. Mat.,

1 (7), 185–204.

2. Dini, U. (1869). Sobre un problema che is presenta nella theoria generale delle

rappresentazioni geografiche di una superficie su di un’altra. Ann. Mat., S.2, III, 269–

293.

3. Levi-Civita, T. (1896). Sulle transformationi delle equazioni dinamiche. Ann. Mat. Mi-

lano, Ser. 2, 24, 255–300.

4. Weyl, H. (1921). Zur Infinitesimalgeometrie Einordnung der projectiven und der

konformen Auffassung. Gottinger Nachtr., 99–112.

5. Eisenhart, L. P. (1926). Riemannian geometry. Princeton University Press.



52 ISSN 2519–206X Пришляк О. О., Назаренко О. А., Латиш О. М.

6. Thomas, T. Y. (1925). On projective and equiprojective geometries of paths. PWC. Nat.

Acad. Sci. USA, 11, 198–203.

7. Mikeš, J., Kiosak, V. A., & Vanžurova, O. (2008). Geodesic mappings of manifolds with

affine connection. Palacký University Press.
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Prishlyak O. O., Nazarenko O. A., Latysh O. M.

ON GEODESIC MAPPINGS OF PSEUDO-RIEMANNIAN SPACES

WITH SPECIAL VECTOR FIELDS

Summary

The paper investigates geodesic mappings of pseudo-Riemannian spaces,

which constitute one of the fundamental objects of modern differential geometry.

The theory of geodesic mappings originated in the works of E. Beltrami, U.

Dini, and T. Levi-Civita and has remained an important field of geometric

research for more than a century and a half. Significant contributions to its

development were made by H. Weyl, L. P. Eisenhart, T. Y. Thomas, V. F.

Kagan, M. S. Sinyukov, and their followers, who established an invariant tensor

apparatus for the study of mappings and developed effective methods for the

analysis of the corresponding differential equations.

The relevance of the present study is determined by the need for a deeper

understanding of the geometric properties of pseudo-Riemannian spaces and

the conditions ensuring the existence of their geodesic mappings. Interest in

such investigations is motivated not only by intrinsic problems of differential

geometry but also by numerous applications in mathematical physics, mechani-

cs, gravitation theory, and the modeling of dynamical processes, where trajectori-

es of motion may be interpreted as geodesic lines of the corresponding spaces.

The aim of the paper is to investigate new characteristics of special pseudo-

Riemannian spaces and their geodesic mappings. The objects of study are

special classes of pseudo-Riemannian spaces, whereas the subject of the investi-

gation comprises systems of differential equations, their integrability conditi-

ons, and differential prolongations characterizing the possibility of the existence

of geodesic mappings.

To achieve this goal, classical methods of Riemannian geometry, local

methods in the class of sufficiently smooth functions, and tensor analysis are

employed. The obtained results contribute to the further development of the

theory of geodesic mappings and provide a deeper insight into the geometric

structure of pseudo-Riemannian spaces.

Keywords: geodesic mappings, pseudo-Riemannian spaces, recurrent spaces,

equidistant spaces, integrability conditions, vector hull of the Riemann tensor.
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Вступ

Сучасна диференцiальна геометрiя придiляє значну увагу дослiджен-

ню псевдорiманових просторiв, надiлених додатковими алгебраїчними та

диференцiально-геометричними структурами. Однiєю з фундаментальних

проблем у цiй галузi є теорiя iзометричних занурень та занурень многови-

дiв у простори вищої розмiрностi, зокрема у пласкi евклiдовi або псевдо-

евклiдовi простори. Геометричнi та топологiчнi властивостi таких пiдмно-

говидiв безпосередньо пов’язанi з поняттям класу простору.

У широкому сенсi пiд класом псевдорiманового простору 𝑉𝑛 розумiють

мiнiмальну корозмiрнiсть 𝑝, яка необхiдна для локального iзометричного

вкладення цього простору у плаский простiр розмiрностi 𝑛+ 𝑝. Простори

довiльного класу 𝑝 характеризуються складною системою диференцiаль-

них рiвнянь Гауса, Кодаццi та Рiччi, якi пов’язують внутрiшню кривизну

многовиду з його зовнiшньою геометрiєю за допомогою 𝑝 систем симе-

тричних тензорiв другого рангу (других квадратичних форм) та тензорiв

зв’язностi нормального розшарування. Зi збiльшенням класу дослiджен-

ня таких просторiв стає надзвичайно складним через нелiнiйний характер

зазначених рiвнянь, що спонукає геометрiв шукати додатковi структурнi

обмеження або розглядати класифiкованi випадки нижчих порядкiв.

Найбiльш детально вивченим i водночас геометрично багатим є випа-

док просторiв першого класу, де корозмiрнiсть вкладення дорiвнює оди-

ницi (𝑝 = 1). За означенням, простiр першого класу є гiперповерхнею у

пласкому просторi вищої розмiрностi. Головною тензорною ознакою таких

просторiв є те, що їхнiй тензор Рiмана повнiстю детермiнується лише однi-

єю другою квадратичною формою 𝑏𝑖𝑗 вiдповiдно до класичного рiвняння

Гауса. При цьому ця квадратична форма має задовольняти спецiальнiй

диференцiльнiй тотожностi. Теорiя гiперповерхонь дозволяє застосовува-

ти iнструмент лiнiйної алгебри до аналiзу кривини, оскiльки друга квадра-

тична форма може бути iнтерпретована як лiнiйний оператор, чиї власнi

значення (головнi кривизни) визначають внутрiшню геометрiю многовиду.

Актуальним напрямком дослiджень є вивчення просторiв першого кла-

су, якi додатково надiленi афiнорними структурами. У данiй роботi роз-

глядаються афiнор-напiвсиметричнi простори, що мiстять елiптичну афi-

норну структуру другого ступеня (майже комплексну структуру 𝐹 2 =
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−𝐼), яка додатково напiвсиметрична. Для ефективного аналiзу взаємо-

дiї цих двох обмежень вводиться спецiальна операцiя спряження тензо-

рiв за допомогою структурного афiнора. Метою роботи є встановлення

диференцiально-геометричних характеристик таких просторiв, дослiдже-

ння умов iнтегрованостi афiнора та перевiрка сумiсностi умов першого

класу з напiвсиметричною майже комплексною структурою. Головнi ре-

зультати роботи присвяченi аналiзу тензора Рiччi та доведенню теорем,

якi вказують на суттєвi обмеження, якi накладенi структурним афiнором.

Основнi результати

1. Простори першого класу. Розглянемо псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛
з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥).

Означення 1. Простором 𝑉𝑛 першого класу називають гiперповерхню

плаского простору.

Тензорнi ознаки просторiв першого класу:

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑒(𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘) (𝑒 = ±1), (1)

тут 𝑏𝑖𝑗 - друга квадратично форма простору 𝑉𝑛, для якої додатково вико-

нується

𝑏𝑖𝑗,𝑘 − 𝑏𝑖𝑘,𝑗 = 0, (2)

де «,» - знак коварiнтної похiдної [21] у просторi 𝑉𝑛. Вiдзначимо, що 𝑉𝑛
не може бути пласким простором, тобто 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 ̸= 0, що характерно для

просторiв нульового класу.

Для просторiв першого класу виконується

𝑅𝑖𝑗 = 𝑒(𝑏𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝛼𝑏
𝛼
𝑗 ), (3)

де 𝑏
𝑑𝑒𝑓
= 𝑏𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 . Цей вираз перепишемо у виглядi

𝑏𝑖𝛼𝑏
𝛼
𝑗 = 𝑏𝑏𝑖𝑗 − 𝑒𝑅𝑖𝑗 . (4)

Далi, тотожнiсть (1) домножимо на 𝑏ℎ𝑙 , просумуємо за iндексом ℎ та зро-

бимо замiну iндексiв 𝑙 → ℎ.

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑒(𝑏ℎ𝛼𝑏

𝛼
𝑘 𝑏𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝛼𝑏

𝛼
𝑗 𝑏𝑖𝑘), (5)
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Тут врахуємо (4)

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑒𝑏𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑒𝑏𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 +𝑅ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘, (6)

або, пiдставляючи (1)

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 +𝑅ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 . (7)

Далi, згортаючи цей вираз отримаємо

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑘 = 𝑏𝑘𝛼𝑅

𝛼
·ℎ. (8)

Про довiльнi тензори 𝜍𝑖𝑗 та 𝜄𝑖𝑗 для яких виконуються умови

𝜍𝑖𝛼𝜄
𝛼
𝑗 = 𝜍𝑗𝛼𝜄

𝛼
𝑖 (9)

кажуть, що вони комутують.

Доведена

Лема 1. У псевдорiманових просторах першого класу тензор Рiччi кому-

тує з тензором 𝑏𝑖𝑗.

Умови iнтегрування тензора 𝑏𝑖𝑗 з урахуванням тотожностi Рiччi отри-

маємо, симетруючи вираз (7) за iндексами 𝑖, ℎ

𝑏ℎ𝑖,[𝑗𝑘] = 𝑅ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗𝑏ℎ𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑏ℎ𝑗 . (10)

Умови iнтегрування тензора кривини з урахуванням тотожностi Рiччi

матимуть вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝] = 𝑅𝛼𝑖𝑗𝑘𝑅
𝛼
·ℎ𝑙𝑝 +𝑅ℎ𝛼𝑗𝑘𝑅

𝛼
·𝑖𝑙𝑝 +𝑅ℎ𝑖𝛼𝑘𝑅

𝛼
·𝑗𝑙𝑝 +𝑅ℎ𝑖𝑗𝛼𝑅

𝛼
·𝑘𝑙𝑝, (11)

або, пiдставляючи (1)

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝] = (𝑏𝛼𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝑗𝑏𝑖𝑘)(𝑏
𝛼
𝑝 𝑏ℎ𝑙 − 𝑏𝛼𝑙 𝑏ℎ𝑝)+

+ (𝑏ℎ𝑘𝑏𝛼𝑗 − 𝑏ℎ𝑗𝑏𝛼𝑘)(𝑏
𝛼
𝑝 𝑏𝑖𝑙 − 𝑏𝛼𝑙 𝑏𝑖𝑝)+

+ (𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝛼 − 𝑏ℎ𝛼𝑏𝑖𝑘)(𝑏
𝛼
𝑝 𝑏𝑗𝑙 − 𝑏𝛼𝑙 𝑏𝑗𝑝)+

+ (𝑏ℎ𝛼𝑏𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝛼)(𝑏
𝛼
𝑝 𝑏𝑘𝑙 − 𝑏𝛼𝑙 𝑏𝑘𝑝). (12)

Розкриємо дужки, врахуємо (4)
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𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝] = 𝑒(𝑅𝑝𝑘(𝑏𝑖𝑙𝑏ℎ𝑗 − 𝑏𝑖𝑗𝑏ℎ𝑙) +𝑅𝑙𝑘(𝑏𝑖𝑗𝑏ℎ𝑝 − 𝑏𝑖𝑝𝑏ℎ𝑗)

+𝑅𝑝𝑗(𝑏𝑖𝑘𝑏ℎ𝑙 − 𝑏𝑖𝑙𝑏ℎ𝑘) +𝑅𝑙𝑗(𝑏𝑖𝑝𝑏ℎ𝑘 − 𝑏𝑖𝑘𝑏ℎ𝑝)

+𝑅𝑖𝑝(𝑏𝑘𝑙𝑏ℎ𝑗 − 𝑏𝑗𝑙𝑏ℎ𝑘) +𝑅𝑖𝑙(𝑏𝑗𝑝𝑏ℎ𝑘 − 𝑏𝑘𝑝𝑏ℎ𝑗)

+𝑅ℎ𝑝(𝑏𝑗𝑙𝑏𝑖𝑘 − 𝑏𝑘𝑙𝑏𝑖𝑗) +𝑅ℎ𝑙(𝑏𝑘𝑝𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑘𝑏𝑗𝑝)) (13)

та вiзьмемо до уваги (1)

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝] = 𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖ℎ𝑗𝑙 +𝑅𝑙𝑘𝑅𝑖ℎ𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖ℎ𝑙𝑘 +𝑅𝑙𝑗𝑅𝑖ℎ𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗ℎ𝑙 +𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘ℎ𝑝 +𝑅ℎ𝑝𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙 +𝑅ℎ𝑙𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝. (14)

Розглянемо випадок, коли тензор Рiччi простору першого класу дорiв-

нює нулю. Тодi вираз (4) приймає вид

𝑏𝑖𝛼𝑏
𝛼
𝑗 = 𝑏𝑏𝑖𝑗 . (15)

Тут, оскiльки 𝑏𝑖𝑗 - друга квадратична форма, 𝑏 ̸= 0. Подiлимо обидвi ча-

стини рiвностi на 𝑏2 та пiднiмемо один iндекс за допомогою метричного

тензора: (︂
1

𝑏
𝑏𝛼𝑖

)︂(︂
1

𝑏
𝑏𝑗𝛼

)︂
=

1

𝑏
𝑏𝑗𝑖 . (16)

Введемо в розгляд тензор 𝑃 𝑗𝑖 = 1
𝑏 𝑏
𝑗
𝑖 . Тодi отримана тотожнiсть набуває

матричного вигляду:

𝑃𝛼𝑖 𝑃
𝑗
𝛼 = 𝑃 𝑗𝑖 або 𝑃 2 = 𝑃, (17)

тобто тензор 𝑃 - iдемпотентний. Фундаментальна теорема про iдемпотен-

тнi матрицi стверджує, що алгебраїчний ранг такої матрицi дорiвнює її

слiду.

Обчислимо слiд 𝑃 𝑗𝑖 :

𝑃𝛼𝛼 =
1

𝑏
𝑏𝛼𝛼 =

1

𝑏
𝑏 = 1. (18)

Оскiльки слiд дорiвнює одиницi, то ранг iдемпотентної матрицi 𝑃 𝑗𝑖
дорiвнює 1. Очевидно, що множення матрицi на 𝑏 не змiнює її рангу, тому

ранг вихiдного тензора 𝑏𝑖𝑗 також дорiвнює 1.

У тензорнiй алгебрi будь-який симетричний тензор другого рангу, що

має алгебраїчний ранг 1, завжди можна подати у виглядi прямого добутку

деякого ковектора 𝑣𝑖 на самого себе:

𝑏𝑖𝑗 = 𝑣𝑖𝑣𝑗 . (19)
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Пiдставимо отриманий розклад (19) в тензорну ознаку просторiв пер-

шого класу (1):

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑒 (𝑣ℎ𝑣𝑘𝑣𝑖𝑣𝑗 − 𝑣ℎ𝑣𝑗𝑣𝑖𝑣𝑘) = 0. (20)

Таким чином отримуємо, що Рiччi-пласкi простори першого класу пла-

скi. Але на початку роботи було зазначено, що 𝑉𝑛 - це не плаский простiр,

тому доведена

Теорема 1. Не iснує Рiччi-пласких просторiв першого класу.

Таким чином, дсолiджено алгебраїчнi умови другої квадратичної фор-

ми просторiв першого класу, а також доведено, що вони не можуть бути

Рiччi-пласкими.

2. Афiнор-напiвсиметричнi простори.

Розглянемо псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥), у

якому визначено тензор 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) [17].

Задля зручностi введемо в 𝑉𝑛 операцiю спряження [18] :

𝐴...
𝑖...

𝑑𝑒𝑓
= 𝐴 ...

𝛼...𝐹
𝛼
·𝑖 𝐵𝑖...

...
𝑑𝑒𝑓
= 𝐵𝛼...

...𝐹
𝑖
𝛼·, (21)

де 𝐴 i 𝐵 - довiльнi тензори будь-якої валентностi [19] .

Означення 2. Довiльний тензор 𝐴𝑗1...𝑗𝑘𝑖1...𝑖𝑙
називається напiвсиметричним

[20] , якщо альтренування його першого та другого iндексiв коварiантної

похiдної дорiвнює нулю:

𝐴𝑗1...𝑗𝑘𝑖1...𝑖𝑙,[𝑖𝑙+1𝑖𝑙+2]
= 0. (22)

Означення 3. Простiр 𝑉𝑛 назвемо афiнор-напiвсиметричним [?], якщо в

ньому визначена напiвсиметрична афiнорна структура 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥), тобто афi-

нор 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) (або його ще називають структурний афiнор) задовольняє умо-

вам

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 0. (23)

Тут iндекс опускається за допомогою метричного тензора

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
·𝑗 . (24)
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Розглянемо псевдорiмановий простiр 𝑉𝑛, у якому визначена елiптична

афiнорна напiвсиметрична структура другого ступеня [24], тобто

𝐹 ℎ·𝛼𝐹
𝛼
·𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 , (25)

яка додатково задовольняє

𝐹(𝑖𝑗) = 0, (26)

де круглi дужки в iндексах позначають операцiю симетрування, а 𝛿ℎ𝑖 -

символи Кронекера. [31], якi визначаються наступними умовами

𝛿ℎ𝑖 =

{︃
1, 𝑖 = ℎ

0, 𝑖 ̸= ℎ
. (27)

Афiнорнi структури, якi задовольняють (25) називають майже компле-

ксними [25] . З урахуванням (21) формула (25) в термiнах операцiї спря-

жiння приймає вид

𝐹 ℎ·𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 . (28)

Запишемо умови iнтегрування афiнора [32] з урахуванням тотжностi

Рiччi в термiнах операцiї спряження

𝐹𝑖𝑗,𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗,𝑙𝑘 = 𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙. (29)

Враховуючи антисимметричнiсть афiнору, будемо мати

𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙 = 𝐹𝛼𝑗𝑅

𝛼
·𝑖𝑘𝑙 − 𝐹𝛼𝑖𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙, (30)

таким чином, умови iнтегрування афiнора [26] в термiнах операцiї спря-

ження записується у виглядi

𝐹𝑖𝑗,𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗,𝑙𝑘 = 𝑅𝑗𝑖𝑘𝑙 −𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙, (31)

або, з урахуванням антисимметричностi тензора кривини

𝐹𝑖𝑗,𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗,𝑙𝑘 = −(𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙). (32)

Тут врахуємо (23)

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙. (33)

З властивостi симетрiї тензора кривини випливає

𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 = −𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 . (34)
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Згорнувши з афiнором за iндексом 𝑗, беручи до уваги майже комплекснiсть

(25) простору та зробивши замiну iндексiв у термiнах операцiї спряжiння

будемо мати

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙. (35)

Умови iнтегрування довiльного тензора 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 з урахуванням тото-

жностi Рiччi матимуть вигляд

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙] = 𝐴𝛼𝑖2...𝑖𝑞𝑅
𝛼
·𝑖1𝑘𝑙 +𝐴𝑖1𝛼...𝑖𝑞𝑅

𝛼
·𝑖2𝑘𝑙 +𝐴𝑖1𝑖2...𝛼𝑅

𝛼
·𝑖𝑞𝑘𝑙. (36)

Цей вираз спряжемо за iндексами 𝑘, 𝑙

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙] = 𝐴𝛼𝑖2...𝑖𝑞𝑅
𝛼
·𝑖1𝑘𝑙

+𝐴𝑖1𝛼...𝑖𝑞𝑅
𝛼
·𝑖2𝑘𝑙

+𝐴𝑖1𝑖2...𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑞𝑘𝑙

(37)

та врахуємо (35)

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙] = 𝐴𝛼𝑖2...𝑖𝑞𝑅
𝛼
·𝑖1𝑘𝑙 +𝐴𝑖1𝛼...𝑖𝑞𝑅

𝛼
·𝑖2𝑘𝑙 +𝐴𝑖1𝑖2...𝛼𝑅

𝛼
·𝑖𝑞𝑘𝑙, (38)

або, порiвнюючи з (36),

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙] = 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙]. (39)

Таким чином, доведена

Лема 2. У афiнор-напiвсиметричних просторах для довiльного тензора

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 виконується (39).

В силу (25) мають мiсце наступнi властивостi:

𝐴...
𝑖...

= −𝐴...𝑖..., 𝐵𝑖...
... = −𝐵𝑖...

... , (40)

а в силу (26) наступне:

𝐴...𝛼...𝐵
𝛼...
... = 𝐴...𝛽...𝐹

𝛽
·𝛼𝐵

𝛼...
... = −𝐴...𝛽...𝐹 𝛽

𝛼·𝐵
𝛼...
... =

= −𝐴...𝛽...𝐵𝛽...
... = −𝐴...𝛼...𝐵𝛼...

... ,
(41)

тому, враховуючи двi останнi властивостi, маємо

𝐴...𝛼...𝐵
𝛼...
... = 𝐴...𝛼...𝐵

𝛼...
... . (42)

Метричний тензор задовольняє спiввiдношенню [27]

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝛼𝛽𝐹
𝛼
·𝑖 𝐹

𝛽
·𝑗 = 𝐹𝛽𝑖𝐹

𝛽
·𝑗

(26)
= −𝐹𝑖𝛽𝐹 𝛽·𝑗

(25)
= 𝑔𝑖𝑗 (43)
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𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝛼𝑗𝐹
𝛼
·𝑖 = 𝐹𝑗𝑖

(26)
= −𝐹𝑖𝑗 = −𝑔𝑖𝛼𝐹𝛼·𝑗 = −𝑔𝑖𝑗 . (44)

Символи Кронекера задовольняють спiввiдношенню

𝛿ℎ
𝑖
= 𝛿ℎ𝛼𝐹

𝛼
·𝑖 = 𝐹 ℎ·𝑖 = −𝐹 ℎ

𝑖· = −𝛿𝛼𝑖 𝐹 ℎ
𝛼 = −𝛿ℎ𝑖 , (45)

тому

𝛿ℎ
𝑖
= −𝛿ℎ

𝑖

(26)
= 𝛿ℎ𝑖 . (46)

Тензор Рiмана додатково до вiдомих тотожностей [28] задавольняє нас-

тпним властивостям:

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘
(33)
= −𝑅

ℎ𝑖𝑗𝑘

(25)
= 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘, (47)

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 = −𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 . (48)

Згорнемо (33) за iндексами 𝑖, 𝑙

𝑅𝛼𝑖𝑗𝛽𝐹
𝛼
·𝛾𝑔

𝛽𝛾 = −𝑅𝑖𝑗 (49)

𝑅𝛼𝑖𝑗𝛽𝐹
𝛽𝛼 = 𝑅𝑖𝑗 (50)

𝑅𝛽·𝑗𝑘𝛽 = −𝑅𝑗𝑘 (51)

Згорнемо рiвнiсть 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 за iндексами ℎ, 𝑘

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝛼𝑖𝑗𝛽𝐹
𝛼
·𝛾𝐹

𝛽
·𝛿𝑔

𝛾𝛿 = −𝑅𝛼𝑖𝑗𝛽𝐹𝛼·𝛾𝐹 𝛾𝛽 = 𝑅𝑖𝑗 , (52)

тому

𝑅𝑖𝑗 = −𝑅𝑖𝑗 . (53)

Вираз (32) проциклюємо за iндексами 𝑗, 𝑘, 𝑙

𝑅𝑖𝑗̄𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑘𝑙𝑗 +𝑅𝑖𝑙̄𝑗𝑘 = 0 (54)

та згорнемо за iндексами 𝑖, 𝑗

𝑅𝛼̄·𝛼𝑘𝑙 = 𝑅𝑘𝑙 −𝑅𝑙̄𝑘. (55)

З урахуванням (53) ця тотожнiсть набуває вигляду

𝑅𝛼̄·𝛼𝑘𝑙 = 2𝑅𝑘𝑙. (56)
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Рiвнiсть (25) коварiантно продиференцiюємо [29] за напрямком 𝑥𝑘

𝐹 ℎ·𝛼,𝑘𝐹
𝛼
·𝑖 + 𝐹 ℎ·𝛼𝐹

𝛼
·𝑖,𝑘 = 0, (57)

𝐹 ℎ·𝛼,𝑘𝐹
𝛼
·𝑖 − 𝐹 ℎ

𝛼·𝐹
𝛼
·𝑖,𝑘 = 0, (58)

𝐹 ℎ·𝑖,𝑘 = 𝐹 ℎ·𝑖,𝑘. (59)

Аналогiчно,

𝐹ℎ𝑖,𝑘 = 𝐹ℎ𝑖,𝑘. (60)

Таким чином, отримано алгебраїчнi та диференцiальнi властивостi об’єктiв

внутрiшньої геометрiї просторiв, в яких визначена розглянута афiнорна

структура.

3. Приклади афiнор-напiвсиметричних просторiв.

У цьому роздiлi побудовано три нетривiальних приклади чотириви-

мiрних афiнор-напiвсиметричних просторiв, тобто таких просторiв, якi

надiлено кососиметричною майже комплексною напiвсиметричною стру-

ктурою, але при цьому не є пласкими або келеровими, тобто одночасно

виконуються

𝐹 ℎ·𝑖,𝑗 ̸= 0 (61)

та

𝑅ℎ·𝑖𝑗𝑘 ̸= 0. (62)

Приклад 1.

Розглянемо викривлений добуток двох двовимiрних евклiдових просто-

рiв

𝑀4 = E2 ×𝑥1 E2. (63)

Введемо локальну систему координат (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Матриця метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 цього простору подається у виглядi:

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 (𝑥1)2 0

0 0 0 (𝑥1)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (64)
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Безпосереднiм обчисленням знаходимо символи Крiстоффеля другого

роду, якi представимо у виглядi матриць за верхнiм iндексом Γ𝑘𝑖𝑗 :

Γ1
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −𝑥1 0

0 0 0 −𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (65)

Γ3
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1

𝑥1
0

0 0 0 0
1
𝑥1

0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , Γ4
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

𝑥1

0 0 0 0

0 0 0 0
1
𝑥1

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (66)

Використовуючи отриманi матрицi, обчислимо компоненти тензора Рi-

мана 𝑅𝑖·𝑗𝑘𝑙. Ненульовими компонентами є лише:

𝑅3
·434 = −𝑅4

·334 = −1. (67)

Оскiльки тензор Рiмана не дорiвнює тотожно нулю, простiр не є пласким.

Задамо структурний афiнор 𝐹 𝑖·𝑗 матрицею:

𝐹 𝑖·𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (68)

Безпосередньо видно, що 𝐹 2 = −𝐼, що пiдтверджує наявнiсть майже ком-
плексної структури. Опустивши верхнiй iндекс за допомогою метричного

тензора (𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
·𝑗 ), матриця двiчi коварiантного афiнора записується у

виглядi:

𝐹𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 (𝑥1)2

0 0 −(𝑥1)2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (69)

Оскiльки 𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, структура є кососиметричною.
Для дослiдження диференцiальних властивостей обчислимо коварiан-

тну похiдну ∇𝑘𝐹
𝑖
·𝑗 . В силу сталостi матрицi (98) маємо:

∇𝑘𝐹
𝑖
·𝑗 = Γ𝑖𝛼𝑘𝐹

𝛼
·𝑗 − Γ𝛼𝑗𝑘𝐹

𝑖
·𝛼. (70)
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Зокрема, для компоненти ∇3𝐹
3
·2 отримуємо:

∇3𝐹
3
·2 = Γ3

13𝐹
1
·2 − Γ𝑚23𝐹

3
·𝑚 =

1

𝑥1
· 1− 0 =

1

𝑥1
̸= 0. (71)

Отже, структура не є келеровою.

Перевiримо, чи буде структура напiвсиметричною, тобто чи будуть ви-

конуватись такi тотожностi:

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙 = 0. (72)

Оскiльки ненульовi компоненти тензора кривини визначаються лише iн-

дексами 3 та 4 вiдповiдно до (97), рiвнiсть (102) достатньо перевiрити для

𝑘 = 3, 𝑙 = 4. Розглянемо можливi ненульовi комбiнацiї для iндексiв 𝑖 та 𝑗:

1) При 𝑖 = 3, 𝑗 = 3:

𝐹43𝑅
4
·334 + 𝐹34𝑅

4
·334 = −(𝑥1)2 · 1 + (𝑥1)2 · 1 = 0. (73)

2) При 𝑖 = 4, 𝑗 = 4:

𝐹34𝑅
3
·434 + 𝐹43𝑅

3
·434 = (𝑥1)2 · (−1) + (−(𝑥1)2) · (−1) = 0. (74)

3) При 𝑖 = 3, 𝑗 = 4:

𝐹44𝑅
4
·334 + 𝐹33𝑅

3
·434 = 0 · 1 + 0 · (−1) = 0. (75)

Для всiх iнших наборiв iндексiв компоненти тензора кривини або афi-

нора перетворюють вiдповiднi доданки на нуль. Таким чином, тотожнiсть

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 0 виконується для всього простору, що доводить його напiвсиме-

тричнiсть.

Приклад 2.

Розглянемо iнший приклад чотиривимiрного псевдорiманового просто-

ру 𝑀4.

Введемо в розгляд локальну систему координат (𝑢, 𝑣, 𝜌, 𝜑). Матриця

метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 цього простору матиме вигляд

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0

1 2 0 0

0 0 𝑢2 cosh2 𝜌 𝑢2 sinh2 𝜌

0 0 𝑢2 sinh2 𝜌 𝑢2 sinh2 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (76)
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Вiдповiдно, лiнiйний елемент даного простору визначається виразом:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑢2 + 2𝑑𝑢𝑑𝑣 + 2𝑑𝑣2 + 𝑢2
(︀
cosh2 𝜌 𝑑𝜌2 + 2 sinh2 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜑+ sinh2 𝜌 𝑑𝜑2

)︀
.

(77)

Елiптичну афiнорну структуру (структурний афiнор) 𝐹 ℎ𝑖 задамо за до-

помогою матрицi, компоненти якої явно залежать вiд просторової коорди-

нати 𝜌:

𝐹 ℎ𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 0 0

−1 −1 0 0

0 0 sinh 𝜌 sinh 𝜌

0 0 − cosh2 𝜌
sinh 𝜌 − sinh 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (78)

Проведемо аналiз алгебраїчних та диференцiальних властивостей по-

будованої геометричної структури многовиду.

Лема 3. Тензорне поле (78) визначає майже комплексну структуру на

многовидi 𝑀4.

Доведення. Безпосереднiм обчисленням квадрата матрицi афiнора

𝐹 ℎ𝑖 одержуємо:

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1− 2 2− 2 0 0

−1 + 1 −2 + 1 0 0

0 0 sinh2 𝜌− cosh2 𝜌 sinh2 𝜌− sinh2 𝜌

0 0 − cosh2 𝜌+ cosh2 𝜌 − cosh2 𝜌+ sinh2 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

(79)

Враховуючи фундаментальну гiперболiчну тотожнiсть sinh2 𝜌 − cosh2 𝜌 =

−1, маємо:

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = −𝛿ℎ𝑖 . (80)

Отже, умова майже комплексної структури 𝐹 2 = −𝐼 виконується тотожно
у кожнiй точцi простору.

Лема 4. Майже комплексна структура (78) є кососиметричною вiдносно

метрики (76).
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Доведення. Опустимо перший iндекс афiнора за допомогою метри-

чного тензора простору 𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 :

𝐹𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 𝑢2 sinh2 𝜌 cosh2 𝜌

0 0 −𝑢2 sinh2 𝜌 cosh2 𝜌 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (81)

З одержаної структури матрицi очевидно випливає антисиметричнiсть тен-

зора: 𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, тобто 𝐹(𝑖𝑗) = 0.

Теорема 2. Псевдорiманiв простiр 𝑀4 iз метричним тензором (76) та

афiнором (78) є непласким афiнор-напiвсиметричним некелеровим про-

стором.

Доведення.

Безпосереднiм обчисленням знаходимо символи Крiстоффеля другого

роду:

Γ1
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −2𝑢 cosh2 𝜌 −2𝑢 sinh2 𝜌

0 0 −2𝑢 sinh2 𝜌 −2𝑢 sinh2 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (82)

Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 𝑢 cosh2 𝜌 𝑢 sinh2 𝜌

0 0 𝑢 sinh2 𝜌 𝑢 sinh2 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (83)

Γ3
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1

𝑢 0

0 0 0 0
1
𝑢 0 − sinh 𝜌 cosh 𝜌 − sinh 𝜌 cosh 𝜌

0 0 − sinh 𝜌 cosh 𝜌 − sinh 𝜌 cosh 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (84)

Γ4
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

𝑢

0 0 0 0

0 0 coth 𝜌(cosh2 𝜌+ 1) coth 𝜌 cosh2 𝜌
1
𝑢 0 coth 𝜌 cosh2 𝜌 sinh 𝜌 cosh 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (85)
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Використовуючи отриманi матрицi, обчислимо компоненти тензора Рi-

мана 𝑅𝑖·𝑗𝑘𝑙. Ненульовими компонентами (з точнiстю до косої симетрiї за

двома останнiми iндексами) є:

𝑅3
·334 = 𝑅3

·434 = −𝑅4
·434 = −3 sinh2 𝜌, (86)

𝑅4
·334 = 3 cosh2 𝜌. (87)

Оскiльки тензор Рiмана не дорiвнює тотожно нулю, простiр не є пласким.

Для перевiрки напiвсиметричностi структури скористаємося тотожнi-

стю Рiччi:

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙. (88)

Оскiльки ненульовi компоненти тензора кривини визначаються лише

iндексами 3 та 4, рiвнiсть (102) достатньо перевiрити для фiксованих iнде-

ксiв 𝑘 = 3, 𝑙 = 4. Для скорочення громiздких виразiв введемо позначення

Φ = 𝑢2 sinh2 𝜌 cosh2 𝜌, тодi, вiдповiдно, 𝐹34 = −𝐹43 = Φ.

Розглянемо всi можливi комбiнацiї вiльних iндексiв 𝑖 та 𝑗, що можуть

дати ненульовi доданки:

1) При 𝑖 = 3, 𝑗 = 3:

𝐹43𝑅
4
·334 + 𝐹34𝑅

4
·334 = (−Φ) · (3 cosh2 𝜌) + Φ · (3 cosh2 𝜌) = 0. (89)

2) При 𝑖 = 4, 𝑗 = 4:

𝐹34𝑅
3
·434 + 𝐹43𝑅

3
·434 = Φ · (−3 sinh2 𝜌) + (−Φ) · (−3 sinh2 𝜌) = 0. (90)

3) При 𝑖 = 3, 𝑗 = 4:

𝐹44𝑅
4
·334 + 𝐹33𝑅

3
·434 = 0 · (3 cosh2 𝜌) + 0 · (−3 sinh2 𝜌) = 0. (91)

4) При 𝑖 = 1 або 𝑖 = 2:

𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·134 + 𝐹1𝛼𝑅

𝛼
·𝑗34 = 0. (92)

Для всiх iнших наборiв iндексiв компоненти тензора кривини або вiд-

повiднi компоненти афiнора перетворюють доданки на нуль. Таким чином,

тотожнiсть 𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 0 виконується для всього простору, що доводить його

напiвсиметричнiсть.
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Приклад 3.

Розглянемо псевдорiманiв простiр Уокера з нейтральною сигнатурою.

Введемо локальну систему координат (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Матриця метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 цього простору подається у виглядi:

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑥3)2𝑒𝑥

1
1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (93)

Безпосереднiм обчисленням знаходимо символи Крiстоффеля другого

роду, якi представимо у виглядi матриць за верхнiм iндексом Γ𝑘𝑖𝑗 :

Γ1
𝑖𝑗 = Γ3

𝑖𝑗 = 0 (94)

Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2(𝑥

3)2𝑒𝑥
1

0 𝑥3𝑒𝑥
1

0

0 0 0 0

𝑥3𝑒𝑥
1

0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (95)

Γ4
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−𝑥3𝑒𝑥1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (96)

Використовуючи отриманi матрицi, обчислимо компоненти тензора Рi-

мана 𝑅𝑖·𝑗𝑘𝑙. Ненульовими компонентами є лише:

𝑅4
·113 = −𝑅4

·131 = 𝑒𝑥
1
. (97)

Оскiльки тензор Рiмана не дорiвнює тотожно нулю, простiр не є пласким.

Матриця афiнора 𝐹 𝑖·𝑗 матиме вигляд:

𝐹 𝑖·𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 −1
2(𝑥

3)2𝑒𝑥
1 −1

−1 0 0 0
1
2(𝑥

3)2𝑒𝑥
1

1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (98)

Безпосередньо видно, що 𝐹 2 = −𝐼, що пiдтверджує наявнiсть майже ком-
плексної структури. Опустивши верхнiй iндекс за допомогою метричного
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тензора (𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
·𝑗 ), матриця двiчi коварiантного афiнора записується у

виглядi:

𝐹𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1

2(𝑥
3)2𝑒𝑥

1 −1

0 0 1 0

−1
2(𝑥

3)2𝑒𝑥
1 −1 0 0

1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (99)

Оскiльки 𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, структура є кососиметричною.
Для дослiдження диференцiальних властивостей обчислимо коварiан-

тну похiдну ∇𝑘𝐹
𝑖
·𝑗 :

∇𝑘𝐹
𝑖
·𝑗 = 𝜕𝑘𝐹

𝑖
·𝑗 + Γ𝑖𝛼𝑘𝐹

𝛼
·𝑗 − Γ𝛼𝑗𝑘𝐹

𝑖
·𝛼. (100)

Зокрема, для компоненти ∇1𝐹
2
·1 отримуємо (враховуючи, що 𝜕1𝐹

2
·1 = 0):

∇1𝐹
2
·1 = Γ2

31𝐹
3
·1 − Γ4

11𝐹
2
·4 =

(︁
𝑥3𝑒𝑥

1
)︁
· (−1)−

(︁
−𝑥3𝑒𝑥1

)︁
· (−1) = −2𝑥3𝑒𝑥

1 ̸= 0.

(101)

Отже, структура не є келеровою.

Перевiримо, чи буде структура напiвсиметричною, тобто чи будуть ви-

конуватись такi тотожностi:

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙 = 0. (102)

Оскiльки ненульовi компоненти тензора кривини визначаються лише iн-

дексами 1 та 3 вiдповiдно до (97), рiвнiсть (102) достатньо перевiрити для

𝑘 = 1, 𝑙 = 3. Враховуючи, що єдиною ненульовою компонентою 𝑅𝛼·𝑖13 є 𝑅
4
·113

(тобто коли 𝛼 = 4, 𝑖 = 1), сума зводиться до аналiзу доданкiв iз 𝐹4𝑗 та 𝐹𝑖4.

Розглянемо можливi комбiнацiї для iндексiв 𝑖 та 𝑗:

1) При 𝑖 = 1, 𝑗 = 1:

𝐹41𝑅
4
·113 + 𝐹14𝑅

4
·113 = 1 · 𝑒𝑥1 + (−1) · 𝑒𝑥1 = 0. (103)

2) При 𝑖 = 1, 𝑗 ̸= 1: Згiдно з матрицею коварiантного афiнора, 𝐹4𝑗 = 0

для всiх 𝑗 ∈ {2, 3, 4}. Тому:

𝐹4𝑗𝑅
4
·113 + 𝐹1𝛼𝑅

𝛼
·𝑗13 = 0 · 𝑒𝑥1 + 0 = 0. (104)

3) При 𝑖 ̸= 1, 𝑗 = 1: Аналогiчно, 𝐹𝑖4 = 0 для всiх 𝑖 ∈ {2, 3, 4}. Тодi:

𝐹𝛼1𝑅
𝛼
·𝑖13 + 𝐹𝑖4𝑅

4
·113 = 0 + 0 · 𝑒𝑥1 = 0. (105)
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Для всiх iнших наборiв iндексiв (𝑖 ̸= 1 та 𝑗 ̸= 1) тензор кривини до-

рiвнює нулю. Таким чином, тотожнiсть 𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 0 виконується для всього

простору, що доводить його напiвсиметричнiсть.

4. Афiнор-напiвсиметричнi простори першого класу.

Розглянемо властивостi просторiв першого класу, у якому визначена

елiптична афiнорна напiвсиметрична структура другого ступеня. Вираз

(7) спряжемо за iндексами 𝑗, 𝑘

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗̄𝑘 = 𝑏𝑅ℎ𝑖𝑗̄𝑘 +𝑅ℎ𝑗̄𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗̄ , (106)

або, з урахуванням властивостей тензора кривини у афiнор-напiвсиметричних

просторах

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 +𝑅ℎ𝑗̄𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗̄ . (107)

Отриману тотожнiсть вiднiмемо вiд (7)

𝑅ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝑗̄𝑏𝑖𝑘 +𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗̄ = 0. (108)

Згортаючи за iндексами ℎ, 𝑘 з урахуванням (8)

𝑅𝑖𝛼𝑏
𝛼
𝑗 =

𝑅

2
𝑏𝑖𝑗 . (109)

Доведена

Лема 5. У афiнор-напiвсиметричних просторах першого класу тензор

𝑏𝑖𝑗 задовольняє (109).

Рiвнiсть (1) згорнемо з тензором Рiччi

𝑅ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑒(𝑅ℎ𝛼𝑏

𝛼
𝑘 𝑏𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝛼𝑏

𝛼
𝑗 𝑏𝑖𝑘) (110)

та врахуємо (109)

𝑅ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 =

𝑅

2
𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘. (111)

Означення 4. Простори, у яких визначено довiльний симетричний тензор

𝐴𝑖𝑗 такий, що задовольняє

𝐴𝛼ℎ𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝛾𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘, (112)

де 𝛾 ̸= 0 - деякий iнварiант, назвемо 𝐴−сильно напiвсиметричними з iнва-
рiантом 𝛾.
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Лема 6. Афiнор-напiвсиметричнi простори першого класу є Рiччi-сильно

напiвсиметричними з iнварiантом 𝛾 = 𝑅
2 .

Вираз (112) згорнемо за iндексами 𝑖, 𝑗

𝐴𝛼ℎ𝑅
𝛼
·𝑘 = 𝛾𝑅ℎ𝑘. (113)

Тут, беручи до уваги симетричнiсть тензору Рiччi, доводимо

Лема 7. У 𝐴−сильно напiвсиметричних просторах тензор 𝐴𝑖𝑗 комутує
з тензором Рiччi.

Вираз (113) згорнемо та отримаємо

𝐴𝛼𝛽𝑅
𝛼𝛽 = 𝛾𝑅. (114)

Наслiдок 1. У афiнор-напiвсиметричних просторах першого класу ви-

конуються

𝑅ℎ𝛼𝑅
𝛼
𝑗 =

𝑅

2
𝑅ℎ𝑗 , (115)

𝑅2 = 2𝑅𝛼𝛽𝑅
𝛼𝛽. (116)

Рiвнiсть (108) згорнемо за iндексами 𝑖, 𝑘

𝑅ℎ𝑗𝑏−𝑅ℎ𝛼𝑏
𝛼
𝑗 +𝑅ℎ𝛼̄𝑏

𝛼
𝑗̄ = 0. (117)

Або, беручи до уваги (53) та (109)

𝑅ℎ𝑗𝑏−
𝑅

2
𝑏ℎ𝑗 −

𝑅

2
𝑏ℎ̄𝑗̄ = 0, (118)

тобто

𝑅ℎ𝑗 =
𝑅

2𝑏
(𝑏ℎ𝑗 + 𝑏ℎ̄𝑗̄). (119)

Вираз спряжемо (14) за iндексами 𝑙, 𝑝

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙̄𝑝] = 𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖ℎ𝑗𝑙̄ +𝑅𝑙̄𝑘𝑅𝑖ℎ𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖ℎ𝑙̄𝑘 +𝑅𝑙̄𝑗𝑅𝑖ℎ𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗ℎ𝑙̄ +𝑅𝑖𝑙̄𝑅𝑗𝑘ℎ𝑝 +𝑅ℎ𝑝𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙̄ +𝑅ℎ𝑙̄𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝. (120)

З (39) випливає

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙̄𝑝] = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝], (121)
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тому, пiдставляючи сюди (14), (120) будемо мати

𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖ℎ𝑗𝑙̄ +𝑅𝑙̄𝑘𝑅𝑖ℎ𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖ℎ𝑙̄𝑘 +𝑅𝑙̄𝑗𝑅𝑖ℎ𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗ℎ𝑙̄ +𝑅𝑖𝑙̄𝑅𝑗𝑘ℎ𝑝 +𝑅ℎ𝑝𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙̄ +𝑅ℎ𝑙̄𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝 =

= 𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖ℎ𝑗𝑙 +𝑅𝑙𝑘𝑅𝑖ℎ𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖ℎ𝑙𝑘 +𝑅𝑙𝑗𝑅𝑖ℎ𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗ℎ𝑙 +𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘ℎ𝑝 +𝑅ℎ𝑝𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙 +𝑅ℎ𝑙𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝. (122)

Отриманий вираз згорнемо за iндексами ℎ, 𝑙

−𝑅𝑝𝑘𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝛼̄ −𝑅𝑘𝛼̄𝑅

𝛼
·𝑖𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅

𝛼
·𝑖𝑘𝛼̄ −𝑅𝑗𝛼̄𝑅

𝛼
·𝑖𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅
· · · 𝛼̄
𝑘𝑗𝛼 +𝑅𝑖𝛼̄𝑅

𝛼
·𝑝𝑗𝑘 −𝑅𝑝𝛼𝑅

𝛼̄
·𝑖𝑗𝑘 =

= −𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝑘𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖𝑘 −𝑅𝑗𝛼𝑅

𝛼
·𝑖𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝛼𝑅
𝛼
·𝑝𝑗𝑘 −𝑅𝑝𝛼𝑅

𝛼
·𝑖𝑗𝑘 +𝑅𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝 (123)

та перепишемо, враховуючи (51), (53), (56) та (111)

𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖̄𝑗 −
𝑅

2
𝑅𝑖𝑘𝑝𝑗 −𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖̄𝑘 −

𝑅

2
𝑅𝑖𝑗̄𝑘𝑝 − 2𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗 =

= −𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖𝑗 +
𝑅

2
𝑅𝑖𝑝𝑗𝑘 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖𝑘. (124)

Цю тотожнiсть спряжемо за iндексами 𝑝, 𝑖 та використаємо алгебраїчну

тотожнiсть Б’янки

𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝑅𝑖𝑝𝑗𝑘 −𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖𝑘 − 2𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗 = −𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖̄𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖̄𝑘. (125)

Отриману рiвнiсть згорнемо за iндексами 𝑝, 𝑘

𝑅𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝑖𝛼𝑅
𝛼
𝑗 = 0 (126)

та пiдставимо (115)

𝑅𝑅𝑖𝑗 = 0. (127)

Звiдси отримуємо, що тензор Рiччi 𝑅𝑖𝑗 = 0 або скалярна кривина

𝑅 = 0, але нульова скалярна кривина є наслiдком того, що тензор Рiччi

дорiвнює нулю. Бiльш того, виконується й зворотнє. Дiйсно, якщо 𝑅 =

0, пiдставляючи це у вираз (119) отримуємо, що 𝑅𝑖𝑗 = 0. Враховуючи

Теорему 1, доведено

Наслiдок 2. Афiнор-напiвсиметричних просторiв першого класу не iснує.
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Таким чином, у роботi дослiджено псевдорiмановi простори першого

класу, надiленi елiптичною афiнорною напiвсиметричною структурою дру-

гого ступеня. Алгебраїчний аналiз другої квадратичної форми цих про-

сторiв показав, що наявнiсть такої геометричної структури неможлива у

таких просторах.
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Soloviov A. A.

AFFINOR-SEMI-SYMMETRIC SPACES OF CLASS ONE

Summary

The paper investigates the local geometry of pseudo-Riemannian spaces of

class one endowed with an elliptic affinor semi-symmetric structure of the sec-

ond degree. The application of the operation of conjugation with an affinor

allowed analyzing the differential and algebraic properties of the Riemann and

Ricci tensors. The algebraic structure of the second fundamental form is in-

vestigated; it is proved that the vanishing of the Ricci tensor restricts the rank

of the second fundamental form to one, which leads to the identical vanish-

ing of the Riemann tensor. Based on this, a theorem on the non-existence of

Ricci-flat spaces of class one is established. For spaces with the given affinor

structure, the commutativity of the Ricci tensor with the second fundamental

form is proved. The main result is the proof of the identical vanishing of the

Ricci tensor in affinor-semi-symmetric spaces of class one. As a consequence,

the incompatibility of the conditions of a flat space hypersurface with a semi-

symmetric almost complex structure is substantiated, and the non-existence

of affinor-semi-symmetric spaces of class one is proved.

Keywords: Riemannian space, pseudo-Riemannian space, Riemann tensor,

Ricci tensor, mapping of spaces, deformation tensor, affine connection spaces,

covariant derivative, affinor, affinor structure, semi-symmetric affinor struc-

ture, antisymmetric affinor structure, almost complex space, conjugation oper-

ation, geometric object.
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DISCRETE CELLULAR AUTOMATA MODELS OF TUMOR

GROWTH DYNAMICS AND IMMUNE SURVEILLANCE

Mathematical modeling and simulation play a central role in elucidating tumor growth

dynamics and evaluating therapeutic interventions in oncology. A cellular automata ap-

proach consisting of three discrete models of increasing complexity was investigated: (i)

an uncontrolled proliferation model capturing exponential tumor expansion; (ii) a spatially

constrained proliferation model reproducing logistic-like saturation due to microenviron-

mental limits; and (iii) an immune response model incorporating effector cell interactions

and cytokine-mediated chemotaxis. These models operate on two-dimensional lattices with

stochastic update rules calibrated by biologically relevant division and death rates. Simula-

tion experiments demonstrate that the uncontrolled model reproduces classical exponential

growth behavior, while the spatially constrained model yields sigmoidal growth curves con-

sistent with Verhulst dynamics. The immune response model further enables simulation of
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interactions among tumor cells, effector lymphocytes, and cytokine signals, capturing com-

plex biological dynamics that are difficult to derive or compute with traditional analytical

methods. Parameter sensitivity analyses reveal critical regimes of cytokine secretion and ef-

fector recruitment that govern the transition between tumor containment and escape. This

discrete, rule-based model provides a powerful tool for exploring tumor-immune interactions

and evaluating potential treatment strategies.
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Introduction

Mathematical and computer models are vital tools in cancer research. They

can show how tumors grow, spread, and respond to treatments in ways that

are difficult to capture with traditional equations. Cellular automata (CA) are

simple grid models where each cell follows a few basic rules [1; 2]. Even with

these simple rules, CA can display complex patterns because cells interact with

each other and their environment.

Analytical models face difficulty in incorporating the full spectrum of com-

plex cell-cell and cell-environment interactions, and their complexity grows

rapidly as new biological details are added. In many practical applications,

sufficiently accurate simulations can provide reliable insight without requiring

closed-form solutions. CA simulations overcome these challenges by tracking

each cell on a lattice, updating its state based on probabilistic rules for divi-

sion, death, movement, and immune interaction. Computer simulations enable

systematic exploration of parameter spaces and sensitivity analyses to identify

threshold effects and critical transitions.

This work examines three CA models with growing complexity: uncon-

trolled growth, space-limited growth, and immune-driven tumor suppression.

Our simulations show that simple rules can produce familiar growth curves:

exponential growth in the first model and S-shaped (logistic [3]) growth in the

second. The third model illustrates how immune cell lifespan, chemical signals,

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
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and arrival rate affect tumor control [4; 5]. The goals are to demonstrate the

usefulness of CA in cancer modeling and confirm known growth laws.

Main Results1. Model of uncontrolled cancer cell proliferation

Let 𝑥𝑖,𝑗(𝑡) ∈ {0, 1} denote the presence of a tumor cell at lattice site (𝑖, 𝑗)

at discrete time 𝑡. The lattice is unbounded, and time advances in uniform

steps of length Δ𝑡, where 𝑇𝑑 is the mean time between cell divisions.

Cell division follows a Poisson (memoryless) process with rate 1/𝑇𝑑, giving

the probability of a division event in one time step as

𝑝𝑑 = 1− 𝑒
−Δ𝑡

𝑇𝑑 . (1)

This form comes from the fact that the expected number of division events in

interval Δ𝑡 is Δ𝑡/𝑇𝑑, and the exponential distribution yields 1−𝑒−Δ𝑡/𝑇𝑑 as the

chance of at least one event.

Initially, a single cancer cell occupies the origin:

𝑥0,0(0) = 1, 𝑥𝑖,𝑗(0) = 0 (𝑖, 𝑗) ̸= (0, 0). (2)

At each time step, each occupied site divides with probability 𝑝𝑑, placing a

daughter cell on a randomly chosen empty von Neumann neighbor. We then

define the total tumor size by

𝑋(𝑡) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑥𝑖,𝑗(𝑡), (3)

which under these rules exhibits exponential growth on average. This behavior

corresponds to classical exponential tumor growth models [1; 6–8].

Simulation of uncontrolled tumor growth.

Tumor expansion without spatial constraints or competition was simulated

on an unbounded lattice up to 𝑡 = 500 days with Δ𝑡 = 1 day and 𝑇𝑑 = 5 days.

Snapshots at 𝑡 = 125, 250, 375, 500 days are shown in Fig. 1. For mean division

times 𝑇𝑑 ∈ {5, 6, 7, 8} days (Δ𝑡 = 1 day), the tumor size 𝑋(𝑡) was computed

up to 𝑡 = 1000 days (Fig. 2), and the values appear in Table 3.

2. Model of spatially constrained proliferation

In many solid tumors the available space for cell growth is limited by the

surrounding tissue [9; 10]. To account for spatial constraints, we restrict the



84 ISSN 2519–206X O. Rapchynskyi, O. Kichmarenko, A. Stekhun

Figure 1: Snapshots of cell distribution at 𝑡 = 125, 250, 375, 500 days under

uncontrolled growth on an unbounded lattice.

Table 3: Tumor size 𝑋(𝑡) at various time points for different mean division

times 𝑇𝑑.

𝑇𝑑 (days) 𝑡 = 250 𝑡 = 500 𝑡 = 750 𝑡 = 1000

5 1437 6533 16021 29534

6 1044 4909 11665 21430

7 612 3231 8184 15169

8 590 2786 6773 12633



Discrete cellular automata models ISSN 2519–206X 85

Figure 2: Uncontrolled proliferation model: tumor size 𝑋(𝑡) over 1000 days

for mean division times 𝑇𝑑 = 5, 6, 7, 8 days.

cellular automaton to a finite square domain of side length 2𝐿+ 1 centered at

the origin:

𝒟 = {(𝑖, 𝑗) : − 𝐿 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝐿}.

Division proceeds as in the unconstrained model, but a daughter cell can only

be placed on a neighbor site if it lies within 𝒟. Under these rules, cell prolifer-
ation saturates when most sites in 𝒟 become occupied. The maximum tumor

size is therefore

𝑋max =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝒟

1 = (2𝐿+ 1)2. (4)

Simulation results exhibit an initial exponential growth phase followed by

a plateau as 𝑋(𝑡) approaches 𝑋max. This sigmoidal behavior is consistent

with classical Verhulst (logistic) dynamics and is widely used in mathematical

oncology [11–17].

Simulation of spatially constrained tumor growth.

The CA model on the finite domain 𝒟 = {(𝑖, 𝑗) : − 𝐿 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝐿} with

𝐿 = 50 was simulated using Δ𝑡 = 1 day and 𝑇𝑑 = 5 days. The tumor size 𝑋(𝑡)

was recorded and plotted in Fig. 3, demonstrating logistic-type saturation as
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𝑋(𝑡) approaches the plateau 𝑋max = (2𝐿 + 1)2 = 10201. The tumor sizes at

selected time points for various mean division times are listed in Table 4.

Figure 3: Spatially constrained proliferation model: growth curve 𝑋(𝑡) on the

finite domain, showing sigmoidal saturation near 𝑋max = 10201.

Table 4: Tumor size 𝑋(𝑡) at 𝑡 = 250, 500, 750, 1000 days for mean division

times 𝑇𝑑 under spatial constraint (𝐿 = 50).

𝑇𝑑 (days) 𝑡 = 250 𝑡 = 500 𝑡 = 750 𝑡 = 1000

5 1695 7176 10199 10201

6 1087 4929 9649 10201

7 780 3569 8083 10143

8 735 3157 7318 9798

3. Immune response model

In physiological conditions, tumor growth is restrained by the host immune

system [5; 18–20]. Effector lymphocytes, specifically T cells, recognize and bind

to abnormal cells such as cancer, forming a tumor-effector complex [21–23].

Let 𝑥𝑖,𝑗(𝑡) ∈ {0, 1} denote a tumor cell and 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) ∈ {0, 1} an effector cell

at site (𝑖, 𝑗) and time 𝑡. Define the complex indicator

𝑐𝑖,𝑗(𝑡) = 𝑥𝑖,𝑗(𝑡) 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) ∈ {0, 1}, (5)
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so that 𝑐𝑖,𝑗(𝑡) = 1 exactly when both a tumor cell and an effector occupy the

same lattice site. Additionally, we denote the total effector cell population

𝑌 (𝑡) =
∑︀

𝑖,𝑗 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) and the total tumor-effector complex population 𝐶(𝑡) =∑︀
𝑖,𝑗 𝑐𝑖,𝑗(𝑡), in direct analogy to the tumor size 𝑋(𝑡).

The initial condition is

𝑥0,0(0) = 1,

𝑥𝑖,𝑗(0) = 0, (𝑖, 𝑗) ̸= (0, 0),

𝑌 (0) = 0, 𝐶(0) = 0.

(6)

i.e. one tumor cell at the origin and no effector cells or complexes.

Cell death.

Effector cells have mean lifetime 𝑇𝑦, giving per-step death probability

𝑝𝑦 = 1− 𝑒
−Δ𝑡

𝑇𝑦 . (7)

Tumor cells in complex die with mean lifetime 𝑇𝑥, yielding

𝑝𝑥 = 1− 𝑒−
Δ𝑡
𝑇𝑥 . (8)

When 𝑐𝑖,𝑗(𝑡) = 1, an effector may kill the tumor cell with probability 𝑝𝑥, and

the effector itself may die of natural causes with probability 𝑝𝑦. Independent

random draws determine whether each cell survives or is removed at that time

step.

Tumor cell division.

Tumor cells not bound in a tumor-effector complex (𝑐𝑖,𝑗(𝑡) = 0) divide

using the same stochastic rule as in the uncontrolled proliferation model. At

each time step, such a cell divides with probability 𝑝𝑑 (1), placing its daughter

on a randomly chosen empty von Neumann neighbor within the domain.
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Regulatory effect of cytokines

Cytokines secreted by each tumor-effector complex diffuse rapidly through

the tissue and decay exponentially with mean lifetime 𝑇𝑐. Under a quasi-steady

approximation, the contribution of a single complex at lattice site (𝑘, ℓ) to the

cytokine level in cell (𝑖, 𝑗) is

𝑢
(𝑘,ℓ)
𝑖,𝑗 = 𝛼

∫︁ ∞

0
𝑒− 𝑡/𝑇𝑐 1

4𝜋𝐷 𝑡
𝑒−

Δ𝐿2((𝑖−𝑘)2+(𝑗−ℓ)2)
4𝐷 𝑡 d𝑡, (9)

whereΔ𝐿 is the lattice spacing, 𝛼 the secretion rate, 𝐷 the diffusion coefficient,

and 𝑡𝐶 the cytokine lifetime [5]. The total cytokine concentration at (𝑖, 𝑗) and

time 𝑡 is then

𝑈𝑖,𝑗(𝑡) =
∑︁
𝑘,ℓ

𝑐𝑘,ℓ(𝑡) 𝑢
(𝑘,ℓ)
𝑖,𝑗 .

Note that under the quasi-steady approximation, 𝑢
(𝑘,ℓ)
𝑖,𝑗 depends only on the

spatial distance and not on time. Thus, one can precompute its values for all

distances present in the lattice and store them in a lookup table. During simu-

lation, these precomputed kernel values can be retrieved directly, significantly

reducing computational overhead.

Effector cell movement.

Effector cells do not divide but migrate toward regions of high cytokine

concentration, which correspond to active tumor-effector complexes. At each

time step, an effector at lattice site (𝑖, 𝑗) selects one of its four von Neumann

neighbors

𝒩𝑖,𝑗 = {(𝑖+ 1, 𝑗), (𝑖− 1, 𝑗), (𝑖, 𝑗 + 1), (𝑖, 𝑗 − 1)}

and moves into neighbor (𝑖′, 𝑗′) ∈ 𝒩𝑖,𝑗 with probability

𝑝𝑖′,𝑗′ =
1 + 𝜒𝑈𝑖′,𝑗′(𝑡)∑︀

(𝑚,𝑛)∈𝒩𝑖,𝑗

(︀
1 + 𝜒𝑈𝑚,𝑛(𝑡)

)︀ ,
where 𝑈𝑚,𝑛(𝑡) is the cytokine concentration and 𝜒 is the chemotactic sensitivity

[5]. This bias directs effector cells toward regions of active immune response.

If an effector moves into a site (𝑖′, 𝑗′) already occupied by a tumor cell

(i.e. 𝑥𝑖′,𝑗′(𝑡) = 1), they immediately form a tumor-effector complex, setting

𝑐𝑖′,𝑗′(𝑡) = 1.

Effector cells begin with zero population inside the domain (6) and enter

exclusively through a one-cell-wide boundary ring. Let 𝑁0 denote the constant



Discrete cellular automata models ISSN 2519–206X 89

ambient effector concentration outside the lattice. Since the ring is exactly one

lattice cell thick, its total entry length (excluding corner cells) is four sides of

length 2𝐿. Hence the per-step influx probability is

𝑝in = 1− 𝑒− 8𝐿𝑁0 Δ𝐿, (10)

Upon an influx event, a new effector is placed at a uniformly random boundary

site. Effector cells may also leave the domain by moving beyond its boundary.

Simulation of immune response model.

The model was simulated with the parameters listed in Table 5. Simulations

were run from 𝑡 = 0 until 𝑡 = 70 days. To focus on immune-mediated clearance,

effector influx was delayed until the tumor cell count reached 150-190 cells.

Under these conditions, in most trials the immune response eliminated the

tumor between day 40 and day 70. Figure 4 shows the time courses of the tumor

cell count, effector cell count, and tumor-effector complex count. Complexes

vanish immediately upon tumor eradication, confirming the correctness of the

implementation.

Table 5: Model parameters used in the simulations

Parameter Value

Time step Δ𝑡 1 min

Tumor cell lifetime 𝑇𝑥 720 min (0.5 day)

Effector lifetime 𝑇𝑦 4320 min (3 days)

Cytokine lifetime 𝑇𝑐 720 min (0.5 day)

Tumor division time 𝑇𝑑 7200 min (5 days)

Cytokine rate 𝛼 1 cell/min

Ambient effector density 𝑁0 4× 10−6 cells/𝜇m2

Chemotactic sensitivity 𝜒 1000

Boundary width Δ𝐿 10 𝜇m

Domain half-width 𝐿 500 𝜇m

Diffusion coefficient 𝐷 2000 𝜇m2/min

Impact of chemotactic sensitivity.

To assess the role of cytokine-driven chemotaxis, we varied the sensitivity

parameter 𝜒 while holding all other parameters fixed (Table 5). Figure 5
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Figure 4: Time courses of tumor cells, effector cells, and tumor-effector com-

plexes under the specified parameters are plotted over 70 days.

displays representative time courses of tumor cells, effector cells, and tumor-

effector complexes for several different values of 𝜒.

These results underscore the pivotal role of cytokine-mediated chemotaxis

in orchestrating an effective antitumor response: sufficient chemotactic sensi-

tivity enables rapid effector accumulation at tumor sites and decisive tumor

control, whereas without chemotaxis effector cells wander aimlessly and fail to

control tumor growth.

Impact of ambient effector density.

The ambient effector density 𝑁0 governs the supply of new immune cells at

the boundary. To assess its effect, we ran simulations for low and high values of

𝑁0, holding all other parameters as in Table 5. Figure 6 shows representative

time courses for these two scenarios.

These simulations underscore the critical role of immune influx: when ef-

fector supply is low, tumors grow unchecked, whereas a robust supply leads to

rapid tumor clearance.

Impact of effector lifetime.

Effector lifetime 𝑇𝑦 critically determines immune persistence in the tissue.

To assess its effect, we compared short-lived and long-lived effectors while
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Figure 5: Simulation results under varying chemotactic sensitivity 𝜒: 𝜒 =

1000, 𝜒 = 500, and 𝜒 = 0, respectively. Tumor cells, effector cells, and tumor-

effector complexes are plotted over 70 days.

Figure 6: Simulation results under varying ambient effector density: (left)

𝑁0 = 10−6, (right) 𝑁0 = 10−5. Tumor cells, effector cells, and tumor-effector

complexes are plotted over 70 days.
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holding all other parameters fixed (Table 5). Figure 7 shows representative

time courses for these two scenarios.

Figure 7: Simulation results under varying effector lifetime: (left) 𝑇𝑦 = 1 day;

(right) 𝑇𝑦 = 14 days. Tumor cells, effector cells, and tumor-effector complexes

over 70 days.

Short-lived effectors are removed too rapidly to establish sufficient tumor-

effector interactions, allowing unchecked tumor expansion. In contrast, long-

lived effectors persist in the tissue, accumulate at the tumor interface, and

achieve complete tumor eradication. Thus, effector cell longevity is a key fac-

tor for sustained antitumor immunity in the model.

Conclusion

We demonstrated that cellular automata models of increasing complexity

can both reproduce classical tumor growth laws and reveal key immune-tumor

interactions. The uncontrolled-proliferation model yields exponential expan-

sion, the spatially constrained model produces logistic-type saturation, and the

immune response model shows how effector cell lifetime, chemotactic sensitiv-

ity, and boundary influx determine the balance between tumor eradication and

escape.

Such a rule-based model is very flexible and can easily include different mi-

croenvironments, extra immune pathways, and therapeutic strategies. More-

over, as computational power increases, simulations will become increasingly

efficient, making cellular automata models exceptionally promising as excellent

aids for practical modeling of cancer and other complex biological processes.
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ДИСКРЕТНI МОДЕЛI КЛIТИННИХ АВТОМАТIВ ДИНАМIКИ РОСТУ ПУ-

ХЛИНИ ТА IМУННОГО НАГЛЯДУ

Резюме

У статтi дослiджено дискретнi моделi клiтинних автоматiв для опису динамiки росту

пухлини та iмунного нагляду. Розглянуто три моделi зростаючої складностi: модель не-

контрольованої пролiферацiї, яка вiдтворює експоненцiальне розширення пухлинної по-

пуляцiї; модель пролiферацiї з просторовими обмеженнями, що демонструє логiстичне

насичення, зумовлене обмеженiстю мiкрооточення; а також модель iмунної вiдповiдi,

яка враховує взаємодiю ефекторних клiтин iз пухлинними клiтинами та хемотаксис,

опосередкований цитокiнами. Моделi реалiзовано на двовимiрних ґратках iз викори-

станням стохастичних правил оновлення, параметризованих бiологiчно обґрунтованими

швидкостями подiлу та загибелi клiтин. Чисельнi експерименти показують, що модель

неконтрольованого росту вiдтворює класичну експоненцiальну динамiку, тодi як мо-

дель iз просторовими обмеженнями приводить до S-подiбних кривих росту, узгоджених

iз динамiкою Ферхюльста. Модель iмунної вiдповiдi дозволяє моделювати взаємодiю

пухлинних клiтин, ефекторних лiмфоцитiв i цитокiнових сигналiв, виявляючи складнi

бiологiчнi режими, якi важко описати суто аналiтичними методами. Аналiз чутливостi

параметрiв виявляє критичнi режими секрецiї цитокiнiв та рекрутування ефекторних

клiтин, що визначають перехiд мiж стримуванням пухлини та її iмунним уникненням.

Ключовi слова: клiтиннi автомати, рiст пухлини, моделювання, iмунна вiдповiдь, хе-

мотаксис.

Список лiтератури

1. Murray, J. D. (2002). Mathematical biology I: An introduction (3rd ed.). Springer.

2. Kansal, A. R., Torquato, E. C., Chiocca, S., & Deisboeck, T. S. (2000). Simulated brain

tumour growth dynamics using a three-dimensional cellular automaton. J. Theor. Biol.,

203, 367–382. https://doi.org/10.1006/jtbi.2000.2000

3. Verhulst, P. F. (1845). Recherches mathématiques sur la loi d’accroissement de la pop-

ulation. Nouv. Mém. Acad. Roy. Sci. Belles-Lett. Brux., 18, 1–41.

4. Kuznetsov, V. A., Makalkin, I. A., Taylor, M. A., & Perelson, A. S. (1994). Nonlinear

dynamics of immunogenic tumors: Parameter estimation and global bifurcation analysis.

Bull. Math. Biol., 56, 295–321. https://doi.org/10.1007/BF02460644

5. Cooper, A. K., & Kim, P. S. (2014). A cellular automata and a partial differential

equation model of tumor-immune dynamics and chemotaxis. In Mathematical models of

tumor-immune system dynamics (pp. 21–46). Springer. https://doi.org/10.1007/978-1-

4939-1793-8_2

6. Laird, A. K. (1964). Dynamics of tumor growth. Br. J. Cancer, 18, 490–502.

https://doi.org/10.1038/bjc.1964.55



96 ISSN 2519–206X O. Rapchynskyi, O. Kichmarenko, A. Stekhun

7. Steel, G. G. (1977). Growth kinetics of tumours: Cell population kinetics in relation to

the growth and treatment of cancer. Clarendon Press.

8. Benzekry, S., Lamont, C., Beheshti, A., Tracz, A., Ebos, J., Hlatky, L.,

& Hahnfeldt, P. (2014). Classical mathematical models for description and

prediction of experimental tumor growth. PLoS Comput. Biol., 10, e1003800.

https://doi.org/10.1371/journal.pcbi.1003800

9. Byrne, H. M., & Drasdo, D. (2009). Individual-based and continuum mod-

els of growing cell populations: A comparison. J. Math. Biol., 58, 657–687.

https://doi.org/10.1007/s00285-008-0212-0

10. Anderson, A. R. A. (2005). A hybrid mathematical model of solid tumour inva-

sion: The importance of cell adhesion. IMA J. Math. Med. Biol., 22, 163–186.

https://doi.org/10.1093/imammb/dqi005

11. Tsoularis, A., & Wallace, J. (2002). Analysis of logistic growth models. Math. Biosci.,

179, 21–55. https://doi.org/10.1016/S0025-5564(02)00096-2

12. Gerlee, P. (2013). The model muddle: In search of tumor growth laws. Cancer Res., 73,

2407–2411. https://doi.org/10.1158/0008-5472.CAN-12-4355

13. Tracqui, P. (2009). Biophysical models of tumour growth. Rep. Prog. Phys., 72, 056701.

https://doi.org/10.1088/0034-4885/72/5/056701

14. Ward, J. P., & King, J. R. (1999). Mathematical modelling of avascular tumour

growth II: Modelling growth saturation. IMA J. Math. Med. Biol., 16, 171–211.

https://doi.org/10.1093/imammb/16.2.171

15. Enderling, H., & Chaplain, M. A. J. (2014). Mathematical modelling

of tumour growth and treatment. Curr. Pharm. Des., 20, 4934–4940.

https://doi.org/10.2174/1381612819666131125150434

16. Simeoni, M., Magni, P., Cammia, C., De Nicolao, G., Croci, V., Pesenti, E., Germani,

M., Poggesi, I., & Rocchetti, M. (2004). Predictive pharmacokinetic–pharmacodynamic

modeling of tumor growth kinetics in xenograft models after administration of anticancer

agents. Cancer Res., 64, 1094–1101. https://doi.org/10.1158/0008-5472.can-03-2524

17. Norton, L. (1988). A Gompertzian model of human breast cancer growth. Cancer Res.,

48, 7067–7071.

18. Dunn, G. P., Bruce, A. T., Ikeda, H., Old, L. J., & Schreiber, R. D. (2002). Cancer

immunoediting: From immunosurveillance to tumor escape. Nat. Immunol., 3, 991–998.

https://doi.org/10.1038/ni1102-991

19. Hanahan, D., & Weinberg, R. A. (2011). Hallmarks of cancer: The next generation.

Cell, 144, 646–674. https://doi.org/10.1016/j.cell.2011.02.013

20. Schreiber, R. D., Old, L. J., & Smyth, M. J. (2011). Cancer immunoediting: Integrat-

ing immunity’s roles in cancer suppression and promotion. Science, 331, 1565–1570.

https://doi.org/10.1126/science.1203486

21. Kirschner, D., & Panetta, J. C. (1998). Modeling immunotherapy of the tumor–immune

interaction. J. Math. Biol., 37, 235–252. https://doi.org/10.1007/s002850050127



Discrete cellular automata models ISSN 2519–206X 97

22. de Pillis, L. G., Radunskaya, A. E., & Wiseman, C. L. (2005). A validated mathematical

model of cell-mediated immune response to tumor growth. Cancer Res., 65, 7950–7958.

https://doi.org/10.1158/0008-5472.CAN-05-0564

23. Eftimie, R., Bramson, J. L., & Earn, D. J. D. (2011). Interactions between the immune

system and cancer: A brief review of non-spatial mathematical models. Bull. Math.

Biol., 73, 2–32. https://doi.org/10.1007/s11538-010-9526-3



Дослiдження в математицi i механiцi. 2026. Т. 31, вип. 1(47). С. 98–115.

УДК 517.938

М. С. Таiрова, канд. фiз.-мат. наук, доцент

Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

кафедра оптимального управлiння та економiчної кiбернетики

вул. Змiєнка Всеволода, 2, м. Одеса, 65082, Україна

e-mail: mason@onu.edu.ua

ORCID iD: https://orcid.org/0009-0001-5609-2552

ПОБУДОВА ОПТИМАЛЬНИХ МНОЖИН ПРАКТИЧНОЇ

СТIЙКОСТI ЛIНIЙНИХ ДИСКРЕТНИХ СИСТЕМ З

𝐻-ОПУКЛИМИ ФАЗОВИМИ ОБМЕЖЕННЯМИ

У статтi дослiджується задача побудови оптимальних множин практичної стiйкостi лi-
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Вступ

Обмеження на фазовi змiннi є характерною особливiстю багатьох мате-

матичних моделей реальних динамiчних систем. Такi обмеження виника-

ють у задачах керування технiчними, економiчними та бiологiчними систе-

мами i вiдображають фiзичнi, технологiчнi або ресурснi межi функцiону-

вання об’єкта. Наявнiсть фазових обмежень iстотно впливає на поведiнку

розв’язкiв та потребує спецiальних методiв дослiдження, оскiльки класи-

чнi пiдходи до аналiзу стiйкостi не завжди забезпечують виконання умов

допустимостi траєкторiй.

Одним iз ефективних пiдходiв до дослiдження систем iз фазовими

обмеженнями є теорiя практичної стiйкостi [1; 9]. Використання iдей дру-

гого методу Ляпунова дозволяє отримувати критерiї практичної стiйкостi

для широких класiв диференцiальних та дискретних систем [1; 3–6; 9].

У межах цього пiдходу важливе значення має задача побудови множи-

ни початкових умов, для яких траєкторiї системи залишаються в заданiй

допустимiй областi протягом усього часу спостереження [7–9]. Найбiльшу

за включенням множину таких початкових умов називають оптимальною

множиною практичної стiйкостi. Її визначення є складною обчислюваль-

ною задачею, складнiсть якої суттєво зростає зi збiльшенням розмiрностi

фазового простору.

Для лiнiйних систем з опуклими фазовими обмеженнями оптимальнi

множини практичної стiйкостi є опуклими компактами, що створює мо-

жливiсть застосування методiв опуклого аналiзу. Зокрема, для їх опису

можуть бути використанi функцiя Мiнковського, обернена функцiя Мiн-

ковського та опорна функцiя опуклої множини.

У данiй роботi розглядаються задачi практичної стiйкостi лiнiйних

однорiдних та неоднорiдних дискретних систем за умови 𝐻-опуклих фазо-

вих обмежень. До класу𝐻-опуклих множин належать, зокрема, опуклi по-

лiтопи та багатокутники, якi широко застосовуються при математичному

моделюваннi та в задачах керування [11]. Метою роботи є побудова опти-

мальних множин практичної стiйкостi та практичної напiвстiйкостi для

зазначеного класу систем. Для досягнення цiєї мети отримано аналiтичнi

представлення функцiї Мiнковського та оберненої функцiї Мiнковського

оптимальних множин, а також доведено теореми про їх 𝐻-опуклiсть.
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В статтi використовуються такi позначення: R𝑛 – 𝑛-вимiрний евклiдiв
простiр зi скалярним добутком ⟨𝑥, 𝑦⟩ i нормою ‖𝑥‖ =

√︀
⟨𝑥, 𝑥⟩, 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛;

𝑘,𝑚 = {𝑘, 𝑘 + 1, . . . ,𝑚}; 𝑀𝑇 – транспонування матрицi (вектора) 𝑀 ; 𝜕𝐴,

𝑖𝑛𝑡𝐴 – границя i внутрiшнiсть множини 𝐴 ⊂ R𝑛; 𝑐(𝐴,𝜓) = sup𝑥∈𝐴⟨𝑥, 𝜓⟩ –
опорна функцiя множини 𝐴 ⊂ R𝑛, 𝜓 ∈ R𝑛 [12; 13]; 𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1}.

1. Основнi означення.

Розглянемо лiнiйну дискретну систему вигляду

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑡), (1)

де 𝐴(𝑡) – невироджена матриця розмiрностi 𝑛×𝑛, 𝑏(𝑡) – вектор розмiр-
ностi 𝑛, 𝑡 ∈ 0, 𝑁 − 1. Позначимо як 𝑥 (𝑡, 𝑥0) розв’язок системи (1) з умовою

Кошi 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . Запишемо загальний розв’язок (1) у виглядi

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ 1, 𝑁,

де Θ(𝑡, 𝑠) = 𝐴(𝑡− 1)𝐴(𝑡− 2) . . . 𝐴(𝑠) =
∏︀
𝑠≤𝑖≤𝑡−1𝐴(𝑖) – невирождена ма-

триця, Θ(𝑡) = Θ(𝑡, 0), 𝑦(𝑡) =
∑︀

0≤𝑖≤𝑡−1Θ(𝑡, 𝑖+1)𝑏(𝑖), Θ(𝑠, 𝑠) = 𝐼 – одинична

матриця, 𝑠 ∈ 1, 𝑡, 𝑡 ∈ 1, 𝑁 , зокрема Θ(0) = 𝐼, 𝑦(0) = 0.

Фазовi обмеження задають багатозначним вiдображенням з𝐻(𝑡)-опуклими

компактними значеннями Φ : 0, 𝑁 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 [11]. Це означає,

що

Φ(𝑡) = ∩𝜓∈𝐻(𝑡){𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)}. (2)

Тут 𝐻(𝑡) є замкненою пiдмножиною одиничної сфери 𝑆. Розв’язок 𝑦(𝑡) =

𝑥 (𝑡, 0) системи (1), який вiдповiдає нульовiй початковiй умовi, будемо на-

зивати незбуреним, тобто таким, який дослiджується на вiдповiдний вид

практичної стiйкостi. При цьому 𝑦(𝑡) ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

Нехай 𝐺0 ⊂ R𝑛, 0 ∈ 𝐺0. Наведемо такi означення [1; 7; 9].

Означення 1. Незбурений розв’язок системи (1) називають {𝐺0,Φ(𝑡), 0, 𝑁}-
стiйким, якщо для довiльного 𝑥0 ∈ 𝐺0 розв’язок

𝑥 (𝑡, 𝑥0) ∈ Φ(𝑡)

для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 .

Означення 2. Множина 𝐺* ⊂ R𝑛 називається максимальною множиною

практичної стiйкостi, яка визначається фазовими обмеженнями Φ(𝑡) ⊂ R𝑛,
𝑡 ∈ 0, 𝑁 , якщо:
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1. незбурений розв’язок системи (1) є {𝐺*,Φ(𝑡), 0, 𝑁}-стiйким;

2. множина 𝐺0 ⊂ R𝑛 мiститься в 𝐺*, якщо має мiсце {𝐺0,Φ(𝑡), 0, 𝑁}-
стiйкiсть незбуреного розв’язку системи (1).

Множина 𝐺* є опуклим компактом, 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐺* [7; 9].

2. Випадок однорiдної системи.

Розглянемо систему (1) за умови 𝑏(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 0, 𝑁 − 1. Тодi 𝑦(𝑡) = 0,

𝑡 ∈ 0, 𝑁 i 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 .

Теорема 1. Функцiя Мiнковського множини 𝐺* має вигляд

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

, 𝑥0 ∈ R𝑛. (3)

Тодi

𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) ≤ 1}, 𝜕𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) = 1},

𝑖𝑛𝑡𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) < 1}.

Доведення.

За означенням функцiї Мiнковського

𝑚(𝑥0) = inf
{︁
𝜆 > 0 :

𝑥0
𝜆

∈ 𝐺*

}︁
,

𝑥0 ∈ 𝑅𝑛. Якщо 𝑥0
𝜆 ∈ 𝐺*, то Θ(𝑡)𝑥0𝜆 ∈ Φ(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . За властиво-

стями опорних функцiй маємо

⟨
Θ(𝑡)

𝑥0
𝜆
, 𝜓
⟩
≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 та 𝑡 ∈ 0, 𝑁 .

Враховуючи умову 𝐻(𝑡)-опуклостi Φ(𝑡), а також властивостi опорної

функцiї [12; 13], одержуємо⟨
Θ(𝑡)

𝑥0
𝜆
, 𝜓
⟩
≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁. (4)

Оскiльки 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), то 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓) > 0 для всiх 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡). Тому з (4) маємо

𝜆 ≥ ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.
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Звiдси

𝜆 ≥ max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

.

Тодi за означенням функцiї Мiнковського

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

, 𝑥0 ∈ R𝑛. (5)

Обґрунтуємо другу частину теореми. Точка 𝑥0 ∈ 𝜕𝐺* тодi i тiльки тодi,

коли [7; 9]

Θ(𝑡)𝑥0 ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

i знайдеться такий момент 𝑠0 ∈ 0, 𝑁 , що

Θ(𝑠0)𝑥0 ∈ 𝜕Φ(𝑠0).

Звiдси з властивостей опорної функцiї випливає, що для будь-яких 𝜓 ∈
𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),

але iснує вектор 𝜓0 ∈ 𝐻(𝑡) такий, що

⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩ = 𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0).

Тому при 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 має мiсце нерiвнiсть

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

≤ 1,

але
⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩
𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0)

= 1.

Остаточно одержуємо

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

= 1.

Точка 𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐺* тодi i тiльки тодi, коли виконується [7; 9]

Θ(𝑡)𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

З властивостей опорної функцiї випливає, що для будь-яких 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡),

𝑡 ∈ 0, 𝑁 маємо

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ < 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),
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як наслiдок,
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

< 1.

Звiдси, враховуючи неперервнiсть опорної функцiї маємо

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

< 1.

Теорема 2. Обернена функцiя Мiнковського множини 𝐺* має вигляд

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
, 𝑥0 ∈ R𝑛,

𝑃 (𝑡) = {𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) : ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0}.

Тодi

𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑑(𝑥0) ≥ 1} =

= ∪𝑒∈𝑆𝐿(𝑒), 𝐿(𝑒) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 = 𝑘𝑒, 𝑘 ∈ [0, 𝑑(𝑒)]} = [0, 𝑑(𝑒)]𝑒.

Доведення. Запишемо обернену функцiю Мiнковського множини 𝐺*

𝑑(𝑥0) = sup {𝜆 > 0 : 𝜆𝑥0 ∈ 𝐺*} ,

𝑥0 ∈ R𝑛. Точка 𝜆𝑥0 ∈ 𝐺* тодi i тiльки тодi, коли

𝜆Θ(𝑡)𝑥0 ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

З властивостей опорної функцiї

⟨𝜆Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Звiдси

𝜆 ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
,

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 за умови ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0.

Остаточно

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
.

Тут 𝑃 (𝑡) = {𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) : ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0}.
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Наслiдок 1. Нехай фазовi обмеження мають вигляд

Φ(𝑡) = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 ∈ R𝑛 : |𝑥𝑘| ≤ 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛},

де 𝑟𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Тодi функцiя Мiнковського множини 𝐺* має

вигляд

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝑘=1,2,...,𝑛

|(Θ(𝑡)𝑥0)𝑘|
𝑟𝑘

,

а обернена функцiя Мiнковського множини 𝐺* записується так

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁

min
𝑘∈𝐼(𝑡)

𝑟𝑘
|(Θ(𝑡)𝑥0)𝑘|

, 𝑥0 ∈ R𝑛,

𝐼(𝑡) = {𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 : (Θ(𝑡)𝑥0)𝑘 ̸= 0}.

Доведення. Розглянемо

𝐻(𝑡) = {𝑒(1), 𝑒(2), . . . , 𝑒(𝑛),−𝑒(1),−𝑒(2), . . . ,−𝑒(𝑛)},

де 𝑒(1), 𝑒(2), . . . , 𝑒(𝑛) – стандартний ортонормований базис в R𝑛. Тодi

Φ(𝑡) = {𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝑒(𝑘)⟩ ≤ 𝑟𝑘, ⟨𝑥,−𝑒(𝑘)⟩ ≤ 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛}.

За означенням опорної функцiї [12; 13]

𝑐(Φ(𝑡), 𝑒(𝑘)) = 𝑐(Φ(𝑡),−𝑒(𝑘)) = 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Отже,

Φ(𝑡) = ∩𝑘=1,2,...,𝑛{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝑒(𝑘)⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝑒(𝑘)), ⟨𝑥,−𝑒(𝑘)⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡),−𝑒(𝑘))} =

= ∩𝜓∈𝐻(𝑡){𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)}.

Робимо висновок, що множина Φ(𝑡) є 𝐻(𝑡)-опуклою [11]. Помiтимо, що

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

= max
𝑘=1,2,...,𝑛

{︃⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, 𝑒(𝑘)

⟩︀
𝑟𝑘

,

⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0,−𝑒(𝑘)

⟩︀
𝑟𝑘

}︃
=

= max
𝑘=1,2,...,𝑛

|(Θ(𝑡)𝑥0)𝑘|
𝑟𝑘

.

Аналогiчно показуємо, що

min
𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
= min

𝑘∈𝐼(𝑡)

𝑟𝑘
|(Θ(𝑡)𝑥0)𝑘|

.

За теорем 1, 2 випливає твердження наслiдку.
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Наслiдок 2. Нехай фазовi обмеження мають вигляд

Φ(𝑡) = {𝑥 ∈ R𝑛 :
⟨︀
ℎ(𝑘), 𝑥

⟩︀
≤ 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀},

де ℎ(𝑘) ∈ R𝑛, ‖ℎ(𝑘)‖ = 1, 𝑟𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Тодi функцiя Мiнковського

множини 𝐺* має вигляд

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝑘=1,2,...,𝑀

⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀
𝑟𝑘

,

а обернена функцiя Мiнковського множини 𝐺* записується так

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁

min
𝑘∈𝐼(𝑡)

𝑟𝑘⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀ , 𝑥0 ∈ R𝑛,

𝐼(𝑡) = {𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 :
⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀
> 0}.

Доведення. Розглянемо

𝐻(𝑡) = {ℎ(1), ℎ(2), . . . , ℎ(𝑀)}.

Тодi за означенням опорної функцiї [12; 13]

𝑐(Φ(𝑡), ℎ(𝑘)) = 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀.

Отже,

Φ(𝑡) = ∩𝑘=1,2,...,𝑀{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, ℎ(𝑘)⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), ℎ(𝑘))} =

= ∩𝜓∈𝐻(𝑡){𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)}.

Робимо висновок, що множина Φ(𝑡) є 𝐻(𝑡)-опуклою [11]. Далi

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

= max
𝑘=1,2,...,𝑀

⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀
𝑟𝑘

.

Аналогiчно показуємо, що

min
𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
= min

𝑘∈𝐼(𝑡)

𝑟𝑘⟨︀
Θ(𝑡)𝑥0, ℎ(𝑘)

⟩︀ .
З теорем 1, 2 випливає твердження наслiдку.

Теорема 3. Множина 𝐺* є 𝐻-опуклим компактом, де

𝐻 = ∪𝑡∈0,𝑁𝑅(𝑡),

𝑅(𝑡) =

{︂
𝜉 ∈ 𝑆 : 𝜉 =

Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡)

}︂
, 𝑡 ∈ 0, 𝑁.
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Доведення. Виберемо довiльну точку 𝑥0 ∈ 𝐺*. За означенням 2 маємо

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Тодi за умовою 𝐻(𝑡)-опуклостi Φ(𝑡), а також властивостi опорної функцiї

[12; 13]

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ = ⟨𝑥0,Θ𝑇 (𝑡)𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Зафiксуємо 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . Оскiльки фундаментальна матрицяΘ(𝑡) є невиродже-

ною, то для довiльного 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) знайдеться таке 𝑝 ∈ R𝑛, що 𝑝 = Θ𝑇 (𝑡)𝜓

i

⟨𝑥0, 𝑝⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝑝).

Позначимо 𝜉 = 𝑝
‖𝑝‖ . Тодi, враховуючи додатну однорiднiсть опорної фун-

кцiї [12]

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉).

При цьому

𝜉 =
Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
∈ 𝑅(𝑡) ⊆ 𝑆.

Оскiльки 𝑡 ∈ 0, 𝑁 є довiльною точкою, то

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ min
𝑡∈0,𝑁

𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉) = 𝐹 (𝜉),

де

𝜉 ∈ 𝐻 = ∪𝑡∈0,𝑁𝑅(𝑡) ⊆ 𝑆.

Отже,

𝐺* ⊆ ∩𝜉∈𝐻{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉)}.

Разом з тим, якщо для деякої точки 𝑥0 ∈ R𝑛 має мiсце

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐻,

то для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 виконується

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉)

для всiх 𝜉 ∈ 𝐻, зокрема i для 𝜉 ∈ 𝑅(𝑡). Пiдставляємо в останнiй вираз

𝜉 =
Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
,
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одержуємо

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Це означає, що

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

За означенням 2 маємо 𝑥0 ∈ 𝐺*. Отже,

𝐺* = ∩𝜉∈𝐻{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉)}.

З означення опорної функцiї випливає, що при фiксованих 𝜉 ∈ 𝐻 значення

𝑐(𝐺*, 𝜉) спiвпадає з 𝐹 (𝜉), разом з тим 𝑐(𝐺*, 𝜉) = 𝑐𝑜𝐹 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝑆, де 𝑐𝑜𝐹 (𝜓)

– опукле замикання функцiї 𝐹 (𝜓) [9].

3. Випадок неоднорiдної лiнiйної дискретної системи.

Розглянемо систему (1) за умови, що iснує 𝑡 ∈ 0, 𝑁 − 1, для якого 𝑏(𝑡) ̸=
0. Тодi незбурений розв’язок 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 системи (1) не дорiвнює тотожно

нулевi. У цьому випадку умову 𝑦(𝑡) ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 можемо записати

так

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ > 0, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Теорема 4. Функцiя Мiнковського множини 𝐺* має вигляд

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

, 𝑥0 ∈ R𝑛.

Тодi

𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) ≤ 1}, 𝜕𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) = 1},

𝑖𝑛𝑡𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑚(𝑥0) < 1}.

Доведення.

За означенням функцiї Мiнковського

𝑚(𝑥0) = inf
{︁
𝜆 > 0 :

𝑥0
𝜆

∈ 𝐺*

}︁
,

𝑥0 ∈ 𝑅𝑛. Якщо 𝑥0
𝜆 ∈ 𝐺*, то Θ(𝑡)𝑥0𝜆 ∈ Φ(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . За властиво-

стями опорних функцiй маємо

⟨
Θ(𝑡)

𝑥0
𝜆
, 𝜓
⟩
+ ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),
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для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 та 𝑡 ∈ 0, 𝑁 .

Враховуючи умову 𝐻(𝑡)-опуклостi Φ(𝑡), а також властивостi опорної

функцiї [12; 13], одержуємо⟨
Θ(𝑡)

𝑥0
𝜆
, 𝜓
⟩
≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ , 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁. (6)

Для всiх 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), враховуючи що 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ > 0 з (6) маємо

𝜆 ≥ ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Звiдси

𝜆 ≥ max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

.

Тодi за означенням функцiї Мiнковського

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

, 𝑥0 ∈ R𝑛. (7)

Обґрунтуємо другу частину теореми. Точка 𝑥0 ∈ 𝜕𝐺* тодi i тiльки тодi,

коли [7; 9]

Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

i знайдеться такий момент 𝑠0 ∈ 0, 𝑁 , що

Θ(𝑠0)𝑥0 + 𝑦(𝑠0) ∈ 𝜕Φ(𝑠0).

Звiдси з властивостей опорної функцiї випливає, що для будь-яких 𝜓 ∈
𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩+ ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),

але iснує вектор 𝜓0 ∈ 𝐻(𝑡) такий, що

⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩+ ⟨𝑦(𝑠0), 𝜓0⟩ = 𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0),

⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩ = 𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0)− ⟨𝑦(𝑠0), 𝜓0⟩ .

Тому при 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁 має мiсце нерiвнiсть

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

≤ 1,

але
⟨Θ(𝑠0)𝑥0, 𝜓0⟩

𝑐(Φ(𝑠0), 𝜓0)− ⟨𝑦(𝑠0), 𝜓0⟩
= 1.
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Остаточно одержуємо

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

= 1.

Точка 𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐺* тодi i тiльки тодi, коли виконується [7; 9]

Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ 𝑖𝑛𝑡Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

З властивостей опорної функцiї випливає, що для будь-яких 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡),

𝑡 ∈ 0, 𝑁 маємо

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩+ ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ < 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓),

як наслiдок,
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩
< 1.

Звiдси, враховуючи неперервнiсть опорної функцiї маємо

𝑚(𝑥0) = max
𝑡∈0,𝑁

max
𝜓∈𝐻(𝑡)

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩
𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩

< 1.

Теорема 5. Обернена функцiя Мiнковського множини 𝐺* має вигляд

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩

, 𝑥0 ∈ R𝑛,

𝑃 (𝑡) = {𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) : ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0}.

Тодi

𝐺* = {𝑥0 ∈ R𝑛 : 𝑑(𝑥0) ≥ 1} =

= ∪𝑒∈𝑆𝐿(𝑒), 𝐿(𝑒) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 = 𝑘𝑒, 𝑘 ∈ [0, 𝑑(𝑒)]} = [0, 𝑑(𝑒)]𝑒.

Доведення. Запишемо обернену функцiю Мiнковського множини 𝐺*

𝑑(𝑥0) = sup {𝜆 > 0 : 𝜆𝑥0 ∈ 𝐺*} ,

𝑥0 ∈ R𝑛. Точка 𝜆𝑥0 ∈ 𝐺* тодi i тiльки тодi, коли

𝜆Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

З властивостей опорної функцiї

⟨𝜆Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩+ ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓), 𝜓 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 0, 𝑁.
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Звiдси

𝜆 ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩

,

для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 за умови ⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ > 0.

Остаточно

𝑑(𝑥0) = min
𝑡∈0,𝑁,𝜓∈𝑃 (𝑡)

𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩
⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩

.

Теорема 6. Множина 𝐺* є 𝐻-опуклим компактом, де

𝐻 = ∪𝑡∈0,𝑁𝑅(𝑡),

𝑅(𝑡) =

{︂
𝜉 ∈ 𝑆 : 𝜉 =

Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
, 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡)

}︂
, 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Доведення. Виберемо довiльну точку 𝑥0 ∈ 𝐺*. За означенням 2 маємо

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Тодi за умовою 𝐻(𝑡)-опуклостi Φ(𝑡), а також властивостi опорної функцiї

[12; 13]

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ = ⟨𝑥0,Θ𝑇 (𝑡)𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ , 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Зафiксуємо 𝑡 ∈ 0, 𝑁 . Оскiльки фундаментальна матрицяΘ(𝑡) є невиродже-

ною, то для довiльного 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡) знайдеться таке 𝑝 ∈ R𝑛, що 𝑝 = Θ𝑇 (𝑡)𝜓

i

⟨𝑥0, 𝑝⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝑝)−
⟨︀
𝑦(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝑝

⟩︀
.

Позначимо 𝜉 = 𝑝
‖𝑝‖ . Тодi, враховуючи додатну однорiднiсть опорної фун-

кцiї [12].

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉)−
⟨︀
𝑦(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉

⟩︀
.

При цьому

𝜉 =
Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
∈ 𝑅(𝑡) ⊆ 𝑆.

Оскiльки 𝑡 ∈ 0, 𝑁 є довiльною точкою, то

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ min
𝑡∈0,𝑁

(︀
𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉)−

⟨︀
𝑦(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉

⟩︀)︀
= 𝐹 (𝜉),
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де

𝜉 ∈ 𝐻 = ∪𝑡∈0,𝑁𝑅(𝑡) ⊆ 𝑆.

Отже,

𝐺* ⊆ ∩𝜉∈𝐻{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉)}.

Разом з тим, якщо для деякої точки 𝑥0 ∈ R𝑛 має мiсце

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐻,

то для всiх 𝑡 ∈ 0, 𝑁 виконується

⟨𝑥0, 𝜉⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉)−
⟨︀
𝑦(𝑡), (Θ𝑇 (𝑡))−1𝜉

⟩︀
для всiх 𝜉 ∈ 𝐻, зокрема i для 𝜉 ∈ 𝑅(𝑡). Пiдставляємо в останнiй вираз

𝜉 =
Θ𝑇 (𝑡)𝜓

‖Θ𝑇 (𝑡)𝜓‖
,

одержуємо

⟨Θ(𝑡)𝑥0, 𝜓⟩ ≤ 𝑐(Φ(𝑡), 𝜓)− ⟨𝑦(𝑡), 𝜓⟩ , 𝜓 ∈ 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

Це означає, що

𝑥(𝑡) = Θ(𝑡)𝑥0 + 𝑦(𝑡) ∈ Φ(𝑡), 𝑡 ∈ 0, 𝑁.

За означенням 2 маємо 𝑥0 ∈ 𝐺*. Отже,

𝐺* = ∩𝜉∈𝐻{𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ ≤ 𝐹 (𝜉)}.

З означення опорної функцiї випливає, що при фiксованих 𝜉 ∈ 𝐻 значення

𝑐(𝐺*, 𝜉) спiвпадає з 𝐹 (𝜉), разом з тим 𝑐(𝐺*, 𝜉) = 𝑐𝑜𝐹 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝑆, де 𝑐𝑜𝐹 (𝜓)

– опукле замикання функцiї 𝐹 (𝜓) [9].

Висновки

Стаття висвiтлює побудову максимальної множини практичної стiй-

костi лiнiйної дискретної системи з 𝐻-опуклими фазовими обмеженнями.

Знайдено функцiю Мiнковського i обернену функцiю Мiнковського таких

множин. Як наслiдок, наведено випадок фазових обмежень у формi бага-

токутникiв. Обґрунтовано теорему про𝐻-опуклiсть оптимальної множини

практичної стiйкостi.
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Tairova M. S.

CONSTRUCTION OF OPTIMAL SETS OF PRACTICAL STABILITY

FOR LINEAR DISCRETE SYSTEMSWITH 𝐻-CONVEX PHASE CON-

STRAINTS

Summary

The paper investigates the problem of constructing optimal sets of practical

stability for linear homogeneous and nonhomogeneous discrete systems under

𝐻-convex phase constraints. Such problems arise in the mathematical model-

ing of dynamical processes and in control problems with state constraints. An-

alytical representations of the Minkowski function and the inverse Minkowski

function of the optimal practical stability set are obtained. Conditions for con-

structing the maximal set of initial states whose trajectories remain within the

prescribed phase constraints over a finite time interval are established. Partic-

ular attention is paid to phase constraints represented by polygons and poly-

topes, which form an important subclass of 𝐻-convex sets. The 𝐻-convexity

of optimal practical stability and practical semistability sets is proved. The

obtained results can be applied to the analysis of discrete dynamical systems

and to the development of computational methods for verifying practical sta-

bility under phase constraints.

Keywords: H-convexity, practical stability, practical semistability, discrete

systems, optimal practical stability set, Minkowski function, inverse Minkowski

function, phase constraints.
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Introduction

Differential equation

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′) exp(𝑅(ln |𝑦|, ln |𝑦𝑦′||)), (1)

where 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝑎, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞), 𝜙𝑖 : Δ𝑌𝑖 →
]0,+∞[ are continuous functions, 𝑅 :]0; +∞[→]0; +∞[ 𝑅 :]0; +∞[×]0; +∞[→
]0,+∞[ is continuously differentiable function. Here 𝑌𝑖 ∈ {0,±∞}, Δ𝑌𝑖 is

either the interval [𝑦0𝑖 ;𝑌𝑖[,
* or the interval ]𝑌𝑖; 𝑦0𝑖 ] (𝑖 = 0, 1). Moreover, it is

supposed, that every function 𝜙𝑖 (𝑖 = 0, 1) is regularly varying [1] of the order

𝜎𝑖 as the argument tends to 𝑌𝑖 and 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1.
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Moreover, suppose the function 𝑅 satisfy the conditions

lim
(𝑦0,𝑦1)→(+∞,+∞)

𝑅(𝑦0, 𝑦1) = +∞, (2)

lim
𝑦𝑖→+∞

𝑦𝑖
𝜕𝑅

𝜕𝑦𝑖
(𝑦0, 𝑦1)

𝑅(𝑦0, 𝑦1)
= 𝛾𝑖, uniformly by 𝑦𝑗 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑖 ̸= 𝑗, (3)

where 0 < 𝛾0 + 𝛾1 < 1, 𝛾0 ̸= 0.

Definition 1. The solution 𝑦 of equation (1) is called 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) if it is

defined on [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ and

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0. (4)

In special cases 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-solutions to differential equations of the type

(1) are established in partial cases of equation in papers for example [3] and [4].

In spacial cases asymptotic behavior of solutions and their derivatives essenti-

ally changes. For example, if 𝜆0 = 1 such solutions are rapidly varying functi-

ons. In the work [6] it was proved, that all of strongly decreasing and strongly

increasing solutions to partial cases of equation (1) are rapidly varying. In this

work cases 𝜆0 = ±∞ are considered. In the paper [5] such solutions to equation

(1) are also established. Here is the result that cover the cases if conditions to

results of the paper [5] are not satisfied.

Main Results

To present the result we need the next definition.

Let the function 𝜙 : Δ𝑌 →]0,+∞[ be a regularly varying function of the

order 𝜎 as 𝑧 → 𝑌 (𝑧 ∈ Δ𝑌 ) (𝑌 ∈ {0,∞}, Δ𝑌 is a onesided neighborhood of

𝑌 ).

Definition 2. We say that function 𝜙 satisfies the condition 𝑆 if for any slowly

varying as 𝑧 → 𝑌 (𝑧 ∈ Δ𝑌 ) function 𝐿 : Δ𝑌𝑖 →]0; +∞[, such, that

lim
𝑧→𝑌
𝑧∈Δ𝑌

𝑧𝐿′(𝑧)

𝐿(𝑧)
= 0,

the following equality takes place

Θ(𝑧𝐿(𝑧)) = Θ(𝑧)(1 + 𝑜(1)) as 𝑧 → 𝑌, (𝑧 ∈ Δ𝑌 ),

where Θ(𝑧) = 𝜙(𝑧)|𝑧|−𝜎.
*If 𝑌𝑖 = +∞(𝑌𝑖 = −∞) we respectively suppose, that 𝑦0

𝑖 > 0 (𝑦0
𝑖 < 0) .
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Let introduce next notations

𝜋𝜔(𝑡) =

{︃
𝑡 as 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔 as 𝜔 < +∞,
Θ𝑖(𝑧) = 𝜙𝑖(𝑧)|𝑧|−𝜎𝑖 , (𝑖 = 0, 1)

and in case lim
𝑡↑𝜔

|𝜋𝜔(𝑡)|sign𝑦00 = 𝑌0,

𝑁(𝑡) = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|𝜎0+1Θ0(|𝜋𝜔(𝑡)|sign𝑦00) as 𝑡 ∈ [𝑏, 𝜔[,

𝐼0(𝑡) = 𝛼0

𝑡∫︁
𝐴0

𝜔

𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0Θ0(|𝜋𝜔(𝜏)|sign𝑦00)𝑑𝜏,

𝐴0
𝜔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏, as

𝜔∫︀
𝑏

𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0Θ0(|𝜋𝜔(𝜏)|sign𝑦00)𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, as
𝜔∫︀
𝑏

𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0Θ0(|𝜋𝜔(𝜏)|sign𝑦00)𝑑𝜏 < +∞.

Here we choose 𝑏 ∈ [𝑎, 𝜔[ by such a way, that |𝜋𝜔(𝑡)|sign𝑦00 ∈ Δ0 as 𝑡 ∈ [𝑏, 𝜔[.

Theorem 1. Let in the equation (1) function 𝑝 is continuously differentiable

on its domain. If function 𝜙0 satisfies condition 𝑆 and

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡) ln |𝜋𝜔(𝑡)|𝑁 ′(𝑡)

𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||, | ln |𝜋𝜔(𝑡)||)𝑁(𝑡)
= 0, (5)

then conditions

𝛼0𝑦
0
1(1− 𝜎0 − 𝜎1) ln |𝜋𝜔(𝑡)| > 0 as 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜔[,

lim
𝑡↑𝜔

𝑦01 exp
(︁

1
1−𝜎0−𝜎1𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||, | ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

)︁
= 𝑌1.

(6)

together with conditions

𝑌0 =

⎧⎪⎨⎪⎩
±∞, as 𝜔 = +∞,

0, as 𝜔 < +∞,

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
0
0𝑦

0
1 > 0 as 𝑡 ∈ [𝑎;𝜔[. (7)

are necessary and sufficient for the existence of 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solutions of the

equation (1). Moreover, for every such solution the next asymptotic representati-

ons take place as 𝑡 ↑ 𝜔
𝑦′(𝑡)|𝑦′(𝑡)|−𝜎0

𝜙1(𝑦
′(𝑡)) exp(𝑅(ln |𝑦(𝑡)|, ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||)) =

(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝑁(𝑡)| ln |𝜋𝜔(𝑡)||
𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||, | ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)
𝑦(𝑡)

= 1
𝜋𝜔(𝑡)

[1 + 𝑜(1)].

(8)
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Proof. The necessity.

Let function 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ 𝑅 is a 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solution of the equation (1).

Let function 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ Δ𝑌0 is a 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)−solution of the equation (1).
By (4) it follows from the equality

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)

(𝑦′(𝑡))2
=

(︂
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)

)︂′
·
(︂
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)

)︂−2

+ 1,

that (︂
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)

)︂′
·
(︂
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)

)︂−2

= −1 + 𝑜(1) as 𝑡 ↑ 𝜔.

From this by (4) the next asymptotic representations take place

𝑦(𝑡) = 𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′(𝑡)[1 + 0(1)], 𝑦′′(𝑡) = 𝑜

(︂
𝑦′(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)

)︂
as 𝑡 ↑ 𝜔. (9)

Let us rewrite (1) in the form

𝑦′′(𝑡)

𝜙1(𝑦
′(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎0

= 𝐼 ′0(𝑡) exp(𝑅(ln |𝑦(𝑡)|, ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))[1 + 𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.

(10)

The second of representations (8) follows from this relations. Let’s rewrite (10),

using the first of asymptotic representations (9), in the form

𝑦′′(𝑡)

𝜙1(𝑦′(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎0
=
𝑁(𝑡) exp(𝑅(ln |𝑦(𝑡)|, ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))𝑦′(𝑡)[1 + 𝑜(1)]

𝑦(𝑡)
as 𝑡 ↑ 𝜔.

(11)

Let’s suppose, that conditions (5) are valid. By properties of the function

𝑅, there exist a twice continuously differentiable function ̃︀𝑅 :]0; +∞[→]0; +∞[

such, that

̃︀𝑅(𝑧) = 𝑅(𝑧, 𝑧)[1 + 𝑜(1)], 𝑧 ̃︀𝑅′(𝑧) = 𝑅(𝑧, 𝑧)(𝛾0 + 𝛾1)[1 + 𝑜(1)],

lim
𝑧→+∞

̃︀𝑅′′(𝑧)𝑅(𝑧,𝑧)

( ̃︀𝑅′(𝑧))
2 = 𝜇

𝜇−1 .

(12)

By the conditions (4), (12), (5) and the first of asymptotic representations

(9) we have from the equality(︃
𝑁(𝑡) exp

(︀
𝑅
(︀
ln |𝑦(𝑡)|, ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||

)︀)︀
̃︁𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

)︃′

=
𝑁(𝑡) exp(𝑅(ln |𝑦(𝑡)|, ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||)𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
×
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×

⎛⎜⎝ 𝑦(𝑡)

𝜋𝜔(𝑡)𝑦′(𝑡)

⎛⎜⎝ 𝑁 ′(𝑡)𝜋𝜔(𝑡)

𝑁(𝑡)̃︁𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)
−

̃︀𝑅 (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)(︁̃︁𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)
)︁2 ̃︁𝑅′′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)̃︁𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

⎞⎟⎠+ 1 +
𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)

(𝑦′(𝑡))2

⎞⎟⎠
the next representation as 𝑡 ↑ 𝜔(︃
𝑁(𝑡) exp

(︀
𝑅
(︀
ln |𝑦(𝑡)|, ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||

)︀)︀
̃︁𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

)︃′

=
𝑁(𝑡) exp

(︀
𝑅
(︀
ln |𝑦(𝑡)|, ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||

)︀)︀
̃︁𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

[1+𝑜(1)].

So, using properties of the function 𝜙1 and (11) we get

𝑦′(𝑡)

𝜙1(𝑦′(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎0
=
𝑁(𝑡) exp

(︀
𝑅
(︀
ln |𝑦(𝑡)|, ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||

)︀)︀
̃︁𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

(1−𝜎0−𝜎1)[1+𝑜(1)] as 𝑡 ↑ 𝜔.

The first of the representations (8) follows from this relations using (12). Taking

into account sign of the function 𝑦′(𝑡) we obtain conditions (6). The necessity

is proved.

The sufficiency. Let’s suppose, that the function 𝜙1 satisfies condition 𝑆

and conditions (7), (5), (6) take place. Let’s consider the twice continuously

differentiable function ̃︀𝑅 :]0; +∞[→]0; +∞[, that satisfies (12) as in the proof

of theorem 1. Let’s also use the same function 𝐹 with the same properties as

in the proof of theorem 1.

Taking

𝐹 (𝑦′(𝑡), 𝑦(𝑡)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
|1− 𝜎0 − 𝜎1|𝑁(𝑡)̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

[1 + 𝑧1(𝑥)]

1

𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)]

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

where

𝑥 = 𝛽 ln |𝜋𝜔(𝑡)|, 𝛽 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 as 𝜔 = +∞,

−1 as 𝜔 = +∞,

we can reduce the equation (1) to the system⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1 = 𝛽𝐺0(𝑥)
[︁
𝐾1(𝑥,𝑧1,𝑧2)|1+𝑧2|𝜎0

(1−𝜎0−𝜎1)

(︁
1− 𝜎0 − 𝜎1 −

Ψ1(𝑥,𝑧1,𝑧2)𝐿′
1(Ψ1(𝑥,𝑧1,𝑧2))

𝐿1(Ψ1(𝑥,𝑧1,𝑧2))

)︁
−

−𝐺1(𝑥)[1 + 𝑧1]−𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)
(︁
1 + 𝑧1 +

𝐾1(𝑥,𝑧1,𝑧2)𝐺0(𝑥)|1+𝑧2|𝜎0
|1−𝜎0−𝜎1|

)︁
+ 𝐺2(𝑥)[1+𝑧1]

𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

]︁
,

𝑧′2 = 𝛽[1 + 𝑧2]
[︁
𝐾1(𝑥,𝑧1,𝑧2)𝐺0(𝑥)|1+𝑧2|𝜎0

|1−𝜎0−𝜎1|[1+𝑧1] − 𝑧2

]︁
,

(13)
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where

𝐺0(𝑥) = ̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||), 𝐺1(𝑥) =
𝜋𝜔(𝑡(𝑥))𝑁

′(𝑡(𝑥))̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||)𝑁(𝑡(𝑥))
,

𝐺2(𝑥) =
̃︀𝑅′′(| ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||) ̃︀𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||)

( ̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||))2
,

Ψ0(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐹−1
0

(︃
(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝑁(𝑡(𝑥))̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||)

[1 + 𝑧1],
1

𝜋𝜔(𝑡(𝑥))
[1 + 𝑧2]

)︃
,

Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐹−1
1

(︃
(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝑁(𝑡(𝑥))̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||)

[1 + 𝑧1],
1

𝜋𝜔(𝑡(𝑥))
[1 + 𝑧2]

)︃
,

𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
Θ0(Ψ0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

Θ0(|𝜋𝜔(𝑡(𝑥))|)
,

𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
̃︀𝑅′(| ln |Ψ0(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)Ψ1(𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)||)̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡(𝑥))||)

.

We get

lim
𝑘→∞

𝐾𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 1 uniformly by (𝑧1, 𝑧2) ∈
[︂
−1

2

1

2

]︂
×
[︂
−1

2

1

2

]︂
(14)

as in the proof of the theorem 1.

By (7) it is clear, that

lim
𝑡↑𝜔

1

𝜋𝜔(𝑡)
= 𝑌 0

0 .

Moreover, it follows from (5) and (6), that

lim
𝑡↑𝜔

|1− 𝜎0 − 𝜎1|𝑁(𝑡)̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)
= ϒ.

Therefore, we can choose 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[ such, that⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝑁(𝑡)̃︀𝑅′(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)

[1 + 𝑧1(𝑥)]

1

𝜋𝜔(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)]

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ 𝐹 (̃︀Δ𝑌0×̃︀Δ𝑌1) as 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, |𝑧𝑖| ≤
1

2
(𝑖 = 1, 2).
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Then we consider the system (13) on the set

Ω = [𝑥0,+∞[×𝐷, where 𝑥0 = 𝛽 ln |𝑡0|,

𝐷 = {(𝑧1, 𝑧2) : |𝑧𝑖| ≤
1

2
, (𝑖 = 1, 2)}.

Let’s rewrite the system (13) in the form⎧⎪⎨⎪⎩
𝑧′1 = 𝐺0(𝑥)[𝐴11𝑧1 +𝐴12𝑧1 +𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅2(𝑧2)],

𝑧′2 = 𝐴21𝑧1 +𝐴22𝑧2 +𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) +𝑅4(𝑧2),

where

𝐴11 = 𝐴22 = −𝛽, 𝐴12 = 𝛽𝜎0, 𝐴21 = 0,

𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽 ((𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)− 1)|1 + 𝑧2|𝜎0 − (𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)− 1)−𝐺1(𝑥)[1 + 𝑧1]+

+
𝐺2(𝑥)

𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑥)||)[1 + 𝑧2]
− 𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

|1− 𝜎0 − 𝜎1|
Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝐿

′
1(Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))

𝐿1(Ψ1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2))
−

− 𝐺0(𝑥)𝐾2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

|1− 𝜎0 − 𝜎1|
|1 + 𝑧2|𝜎0

)︂
,

𝑅2(𝑧2) = (|1 + 𝑧2|𝜎0 − 𝜎0𝑧2 − 1),

𝑅3(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
𝐺0(𝑥)𝐾1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

|1− 𝜎0 − 𝜎1|
|1 + 𝑧2|𝜎0+1

1 + 𝑧1
,

𝑅4(𝑧2) = −𝛽𝑧22 .

It follows from (7) and (5) that

lim
𝑥→∞

𝐺𝑖(𝑥) = 0(𝑖 = 0, 1), lim
𝑥→∞

𝐺2(𝑥) =
𝜇− 1

𝜇
.

By the character of the function 𝐺0 it is clear, that∫︁ ∞

𝑥0

𝐺0(𝑥)𝑑𝑥 = ∞.

So, using (14) we have as 𝑖 = 2, 4

lim
|𝑧1|+|𝑧2|→0

𝑅𝑖(𝑧2)

|𝑧1|+ |𝑧2|
= 0 uniformly by 𝑥 : 𝑥 ∈]𝑥0,+∞[,

and as 𝑖 = 1, 3

lim
𝑥→+∞

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 0 uniformly by 𝑧1, 𝑧2 : (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝐷.
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So, for the system of differential equations (13) all conditions of theorem 2.8

from [2] are fulfilled. According to this theorem, the system (13) has at least

one solution {𝑧𝑖}2𝑖=1 : [𝑥1,+∞[→ R2(𝑥1 ≥ 𝑥0), that tends to zero as 𝑥→ +∞.

This solution is corresponded by such solution 𝑦 of the equation (1), that

admit asymptotic representations(8) as 𝑡 ↑ 𝜔. By the representations and (1)

it is clear that the obtained solution is indeed 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1,±∞)-solution. The

theorem is proved.

Conclusion

For differential equations with a spacial class of nonlinearities that are close

regularly varying as arguments tend to critical points, necessary and suffici-

ent conditions of existence of one class of solutions were found. Asymptotic

representations for the solutions to such equations and their first order deri-

vatives are also established.
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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ОДНОГО КЛАСУ РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛI-

НIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ, БЛИЗЬ-

КИХ ДО РIВНЯННЯ ТИПУ ЕМДЕНА–ФАУЛЕРА

Резюме

Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування одного класу особливих розв’язкiв не-

лiнiйних диференцiальних рiвнянь, якi є у деякому сенсi близькими до рiвнянь типу

Емдена–Фаулера. Також знайдено асимптотичнi зображення для таких розв’язкiв та їх

похiдних першого порядку.

Ключовi слова: Диференцiальнi рiвняння, асимптотика, повiльно змiннi розв’язки,

правильно змiннi нелiнiйностi, повiльно змiннi похiднi, нелiнiйнi рiвняння.
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Вступ

Задача стабiлiзацiї коливальних процесiв виникає в задачах, пов’язаних

з керуванням лiтальними апаратами, робототехнiкою, керуванням транс-

портними системами, будiвництвом мостiв i складних споруд [2]. Основна

мета такої задачi полягає в мiнiмiзацiї небажаних коливань за допомогою

зовнiшнього керуючого впливу. Наприклад, при керуваннi безпiлотним лi-

тальним апаратом виникає проблема його утримання в заданiй точцi за

наявностi недетермiнованих збурень. Побудова математичної моделi ко-

ливного процесу приводить до систем диференцiальних рiвнянь, наявнiсть

технiчних вимог до функцiонування системи визначає обмеження на стан

системи i критерiй якостi перехiдного процесу [2]. Таким чином, постає не-

обхiднiсть розробки алгоритмiв оптимальної стабiлiзацiї систем керування

коливними процесами з умовами на фазовi координати.

При розв’язаннi задачi стабiлiзацiї динамiчних систем використовує-

ться принцип керування з оберненим зв’язком. Наявнi пiдходи включають

методи керування спектром, використання функцiй Ляпунова та матри-

чних нерiвностей [1; 5; 6; 8; 11; 15]. Основнi методи розв’язання задач опти-

мальної стабiлiзацiї базуються на другому методi Ляпунова та достатнiх

умовах оптимальностi, якi висвiтленi в [5; 10; 17; 18]. Однак в цих дослi-

дженнях зазвичай не враховуються фазовi обмеження. У такому випадку

доцiльно застосовувати методи теорiї практичної стiйкостi, де основним

методом дослiдження виступає другий метод Ляпунова [3; 7; 9; 14]. Опти-

мальнi множини та їх властивостi, а також оцiнки областей практичної

стiйкостi вивчалися у працях [4; 7; 14]. Зазначимо, що саме застосування

методiв практичної стiйкостi дозволяє звести задачу керування з фазови-

ми обмеженнями до задачi практичної стабiлiзацiї [7; 12; 13].

У статтi висвiтлюється комбiнований пiдхiд до розв’язання задачi опти-

мальної стабiлiзацiї двомасових коливальних систем, який, з одного боку,

використовує достатнi умови оптимальностi, а з iншого — методи практи-

чної стiйкостi, для забезпечення обмежень на стан системи. Розглянуто два

види фазових обмежень: у формi багатокутника та елiпсоїдального вигля-

ду. Наведено твердження про розв’язування задачi стабiлiзацiї за таких

обмежень та результати комп’ютерного моделювання.

Основнi результати
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1. Постановка задачi. Дослiджується система твердих тiл з масами

𝑚1 та𝑚2 з’єднанi пружиною з коефiцiєнтом жорсткостi 𝑘, що ковзають без

тертя вздовж горизонтальної поверхнi. Нехай 𝑥1 – координата центру мас

лiвого тiла, 𝑥2 – координата центру мас правого тiла. Керування 𝑢 описує

силовий вплив, що прикладається до лiвого тiла. Коефiцiєнт жорсткостi

𝑘 = 𝑘(𝑡) є неперервною функцiєю часу, для якої справджується умова

𝑘(𝑡) ≥ 𝑘0 > 0, 𝑡 ≥ 𝑡0. Динамiка коливної моделi описується системою

диференцiальних рiвнянь [2; 6]

𝑥̈1 = −𝑘(𝑡)
𝑚1

𝑥1 +
𝑘(𝑡)

𝑚1
𝑥2 +

1

𝑚1
𝑢, 𝑥̈2 =

𝑘(𝑡)

𝑚2
𝑥1 −

𝑘(𝑡)

𝑚2
𝑥2.

Введемо замiну змiнних 𝑥̇1 = 𝑣1, 𝑥̇2 = 𝑣2 i отримаємо вектор фазового

стану системи 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑣1, 𝑣2)
𝑇 . Запишемо математичну модель у формi

системи диференцiальних рiвнянь у нормальнiй формi

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵 𝑢, 𝑡 ≥ 𝑡0, (1)

де 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑣1, 𝑣2)
𝑇 ∈ R4, 𝑢 ∈ R,

𝐴(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

0 0 0 1

−𝑘(𝑡)
𝑚1

𝑘(𝑡)

𝑚1
0 0

𝑘(𝑡)

𝑚2
−𝑘(𝑡)
𝑚2

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

1

𝑚1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Таким чином матриця 𝐴(𝑡) є неперервною за 𝑡 ≥ 𝑡0 i система (1) є лiнiйною

i неавтономною. На вектор стану системи (1) накладаються обмеження. У

статтi розглядаються два класи фазових обмежень: у виглядi багатогран-

ника та узагальненого елiпсоїда. Клас Ω допустимих керувань складається

з 𝑚-вимiрних керувань з оберненим зв’язком 𝑢(𝑡, 𝑥), якi є локально лiпши-

цевими за змiнною 𝑥 та кусково неперервними за змiнною 𝑡, 𝑢(𝑡, 0) = 0,

𝑡 ≥ 𝑡0 i такi, що вiдповiднi траєкторiї системи (1) не порушують фазовi

обмеження. В статтi керування вибираються у формi лiнiйного обернено-

го зв’язку.

На розв’язках системи (1) розглядається квадратичний критерiй якостi

ℐ(𝑢) =
∫︁ ∞

𝑡0

(︁
⟨𝑄𝑥, 𝑥⟩+𝑅(𝑡)𝑢2

)︁
𝑑𝑡, (2)
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де 𝑄 ≥ 0 – 4×4 симетрична невiд’ємно визначена матриця, 𝑅(𝑡) ≥ 𝑟0 > 0 –

неперервна скалярна функцiя, 𝑡 ≥ 𝑡0. Матриця 𝑄 обирається у дiагональ-

нiй формi𝑄 = diag(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4), де 𝑞𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1, 2, 3, 4,max𝑘=1,2,3,4 𝑞𝑘 > 0.

Задача оптимальної стабiлiзацiї двомасової системи (1) полягає у побудовi

допустимого керування 𝑢*(𝑡, 𝑥) у класi Ω, такого, що забезпечує глобаль-

ну асимптотичну стiйкiсть нульового розв’язку системи (не порушуючи

визначенi фазовi обмеження) та мiнiмiзує критерiй якостi (2) для поча-

ткових умов 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈ 𝐺0.

2. Стабiлiзацiя системи з фазовими обмеженнями у виглядi ба-

гатокутника. Припустимо, що обмеження на фазовий вектор має вигляд

узагальненого прямокутного паралелепiпеда

|𝑥1(𝑡)| ≤ 𝑥̄1, |𝑥2(𝑡)| ≤ 𝑥̄2, |𝑣1(𝑡)| ≤ 𝑣1, |𝑣2(𝑡)| ≤ 𝑣2, 𝑡 ≥ 𝑡0, (3)

Множина, яка задається за допомогою спiввiдношень (3), є опуклим ком-

пактом, що мiстить початок координат у своїй внутрiшностi i її можна

визначити так

Φ =
{︀
𝑥 ∈ R4 : ⟨𝑙𝑠, 𝑥⟩ ≤ 1, 𝑠 = 1, 2, . . . , 8

}︀
, (4)

де вектори 𝑙𝑠 ∈ R4 визначаються наступним способом

𝑙1 =
𝑒1
𝑥̄1
, 𝑙2 = − 𝑒1

𝑥̄1
, 𝑙3 =

𝑒2
𝑥̄2
, 𝑙4 = − 𝑒2

𝑥̄2
,

𝑙5 =
𝑒3
𝑣1
, 𝑙6 = −𝑒3

𝑣1
, 𝑙7 =

𝑒4
𝑣2
, 𝑙8 = −𝑒4

𝑣2
,

𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4 – вектори стандартного базису з R4. Множина початкових

умов задається так

𝐺0 =
{︀
𝑥 ∈ R4 : |𝑥1| ≤ 𝛿1, |𝑥2| ≤ 𝛿2, |𝑣1| ≤ 𝜇1, |𝑣2| ≤ 𝜇2

}︀
, (5)

де 0 < 𝛿𝑖 < 𝑥̄𝑖, 0 < 𝜇𝑖 < 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 2 такi, що 𝐺0 ⊂ intΦ.

Для побудови оптимального керування необхiдно знайти симетричну

додатно визначену матрицю 𝑃 (𝑡) розмiрностi 4 × 4, яка є розв’язком ма-

тричного рiвняння Рiккатi [1; 5; 17]. Враховуючи, що 𝐵 = 1
𝑚1
𝑒3, рiвняння

Рiккатi для двомасової системи (1) записується так

𝑃̇ (𝑡)+𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)+𝐴𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑡)− 1

𝑚2
1𝑅(𝑡)

𝑃 (𝑡) 𝑒3𝑒
𝑇
3 𝑃 (𝑡)+𝑄 = 0, 𝑃 (𝑡0) = 𝑃0, (6)
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де 𝑃0 > 0 – задана симетрична додатно визначена матриця.

Покладемо 𝑃 (𝑗)(𝑡) = 𝑃 (𝑡) 𝑒𝑗 𝑗-й стовпець матрицi 𝑃 (𝑡). Тодi

𝑃 (𝑡) 𝑒3𝑒
𝑇
3 𝑃 (𝑡) = 𝑃 (3)(𝑡)

(︀
𝑃 (3)(𝑡)

)︀𝑇
, (7)

де 𝑃 (3)(𝑡) = (𝑃13(𝑡), 𝑃23(𝑡), 𝑃33(𝑡), 𝑃43(𝑡))
𝑇 – третiй стовпець матрицi 𝑃 (𝑡).

Тодi оптимальне керування визначається так

𝑢*(𝑡, 𝑥) = − 1

𝑚1𝑅(𝑡)

(︀
𝑃31(𝑡)𝑥1 + 𝑃32(𝑡)𝑥2 + 𝑃33(𝑡) 𝑣1 + 𝑃34(𝑡) 𝑣2

)︀
. (8)

Конструкцiя функцiї Ляпунова є такою

𝒱*(𝑡, 𝑥) = ⟨𝑃 (𝑡)𝑥, 𝑥⟩ =
4∑︁
𝑖=1

4∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑡)𝑥𝑖𝑥𝑗 .

Для розв’язку 𝑃 (𝑡) матричного рiвняння (6) вимагаємо рiвномiрної обме-

женостi власних значень цiєї матрицi. Тодi з нерiвностi Релея [14]

𝑃 (𝑡)− 𝜎0𝐼 ≥ 0 та ‖𝑃 (𝑡)‖ ≤ 𝜎1, 𝑡 ≥ 𝑡0,

де 𝐼 – одинична матриця розмiрностi 4×4. Тодi функцiя 𝒱*(𝑡, 𝑥) є додатно

визначеною, радiально необмеженою та допускає нескiнченно малу вищу

границю [14].

Визначимо за допомогою функцiї Ляпунова елiпсоїд

ℰ(𝑡, 𝑟) =
{︀
𝑥 ∈ R4 : ⟨𝑃 (𝑡)𝑥, 𝑥⟩ ≤ 𝑟2

}︀
,

для якого 𝐺0 ⊆ ℰ(𝑡0, 𝑟). Отже

𝐺0 ⊆
{︀
𝑥 ∈ R4 : ⟨𝑃 (𝑡0)𝑥, 𝑥⟩ ≤ 𝑟2

}︀
. (9)

Оскiльки 𝐺0 задано рiвнянням (5), то 𝑟 визначається з (9).

Застосовуючи властивостi опорних функцiй [14], робимо висновок, що

включення ℰ(𝑡, 𝑟) ⊆ Φ виконується для всiх 𝑡 ≥ 𝑡0 тодi i тiльки тодi, коли

𝑟 ≤ inf
𝑡≥𝑡0

{︃
𝑥̄1√︀

[𝑃−1(𝑡)]11
,

𝑥̄2√︀
[𝑃−1(𝑡)]22

,
𝑣1√︀

[𝑃−1(𝑡)]33
,

𝑣2√︀
[𝑃−1(𝑡)]44

}︃
. (10)

Має мiсце таке твердження.
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Теорема 1. Нехай 𝑘(𝑡) ≥ 𝑘0 > 0 – неперервна функцiя, 𝑅(𝑡) ≥ 𝑟0 > 0 – не-

перервна скалярна функцiя. Припустимо, що iснує симетрична додатно

визначена матриця 𝑃 (𝑡), що є розв’язком рiвняння Рiккатi (6), власнi

значення якої є рiвномiрно обмеженими i параметр 𝑟 > 0 задовольняє

умови (9) та (10). Тодi лiнiйне керування з оберненим зв’язком

𝑢*(𝑡, 𝑥) = − 1

𝑚1𝑅(𝑡)

(︀
𝑃31(𝑡)𝑥1 + 𝑃32(𝑡)𝑥2 + 𝑃33(𝑡) 𝑣1 + 𝑃34(𝑡) 𝑣2

)︀
розв’язує задачу оптимальної стабiлiзацiї для задачi оптимальної ста-

бiлiзацiї (1)–(2) з фазовими обмеженнями (4). Таким способом

1. нульовий розв’язок 𝑥 ≡ 0 системи (1) при 𝑢*(𝑡, 𝑥) є глобально асим-

птотично стiйким;

2. для довiльного початкового стану 𝑥0 ∈ 𝐺0 вiдповiдна траєкторiя

системи (1) задовольняє фазовим обмеженням (3);

3. мiнiмальне значення критерiю якостi (2) дорiвнює

ℐ(𝑢*) = ⟨𝑃 (𝑡0)𝑥0, 𝑥0⟩.

Доведення. Функцiя Ляпунова 𝒱*(𝑡, 𝑥) = ⟨𝑃 (𝑡)𝑥, 𝑥⟩ є додатно визна-
ченою, допускає нескiнченно малу верхню межу та є радiально необмеже-

ною [14]. Умова 𝐺0 ⊆ ℰ(𝑡0, 𝑟) виконується за припущенням (9). Включення

ℰ(𝑡, 𝑟) ⊆ Φ(𝑡) виконується для всiх 𝑡 ≥ 𝑡0, що випливає з умови (10).

Знайдемо повну похiдну функцiї 𝒱*(𝑡, 𝑥) вздовж траєкторiй системи

(1). Використовуючи тотожнiсть (7) отримуємо

𝜕𝒱*(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+ ⟨grad𝑥 𝒱*(𝑡, 𝑥), 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵𝑢*⟩+ ⟨𝑄𝑥, 𝑥⟩+𝑅(𝑡)𝑢2*(𝑡, 𝑥) = 0.

Для довiльного допустимого керування 𝑢 ∈ R

𝜕𝒱*(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+ ⟨grad𝑥 𝒱*(𝑡, 𝑥), 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵𝑢⟩+ ⟨𝑄𝑥, 𝑥⟩+𝑅(𝑡)𝑢2(𝑡, 𝑥) =

= 𝑅(𝑡)

(︃
𝑢(𝑡, 𝑥) +

⟨𝑃 (3)(𝑡), 𝑥⟩
𝑚1𝑅(𝑡)

)︃2

≥ 0,

рiвнiсть досягається при 𝑢 = 𝑢*(𝑡, 𝑥), оскiльки 𝑅(𝑡) > 0.
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Тодi за теоремою Барбашина–Красовського [14] нульовий розв’язок си-

стеми (1) є глобально асимптотично стiйким, фазовi обмеження (4) не по-

рушуються, а мiнiмальне значення функцiонала дорiвнює

ℐ(𝑢*) = 𝒱*(𝑡0, 𝑥0) = ⟨𝑃 (𝑡0)𝑥0, 𝑥0⟩.

3. Випадок елiпсоїдальних фазових обмежень. Розглянемо фа-

зоввi обмеження у формi елiпсоїда. Для 𝑡 ≥ 𝑡0 визначимо обмеження на

фазовi координати так

Φ(𝑡) =
{︁
𝑥 ∈ R4 :

𝑥21
𝑥̄21(𝑡)

+
𝑥22
𝑥̄22(𝑡)

+
𝑣21
𝑣21(𝑡)

+
𝑣22
𝑣22(𝑡)

≤ 1
}︁
, (11)

де 𝑥̄1(𝑡), 𝑥̄2(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑣2(𝑡) > 0 – неперервнi обмеженi функцiї. Множина (11)

є опуклим компактом, що мiстить початок координат у своїй внутрiшностi.

Введемо матрицю

𝐻(𝑡) = diag

(︂
1

𝑥̄21(𝑡)
,

1

𝑥̄22(𝑡)
,

1

𝑣21(𝑡)
,

1

𝑣22(𝑡)

)︂
> 0.

Тодi Φ(𝑡) = {𝑥 ∈ R4 : ⟨𝐻(𝑡)𝑥, 𝑥⟩ ≤ 1}.
Опорна функцiя елiпсоїда Φ(𝑡) у напрямку 𝜓 ∈ R4 визначається так

𝑐
(︀
Φ(𝑡), 𝜓

)︀
=
√︀

⟨𝐻−1(𝑡)𝜓, 𝜓⟩ =

=
√︁
𝑥̄21(𝑡)𝜓

2
1 + 𝑥̄22(𝑡)𝜓

2
2 + 𝑣21(𝑡)𝜓

2
3 + 𝑣22(𝑡)𝜓

2
4.

(12)

Вiдповiдно до (11), множина початкових умов має вигляд

𝐺0 =
{︁
𝑥 ∈ R4 :

𝑥21
𝛿21

+
𝑥22
𝛿22

+
𝑣21
𝜇21

+
𝑣22
𝜇22

≤ 1
}︁
,

де 0 < 𝛿𝑖 < 𝑥̄𝑖(𝑡0) та 0 < 𝜇𝑖 < 𝑣𝑖(𝑡0), 𝑖 = 1, 2 звiдки слiдує 𝐺0 ⊂ int Φ(𝑡0).

Зазначимо, що оптимальне керування визначається з (8).

Аналогiчно до попереднього випадку, функцiя Ляпунова має вигляд

𝒱*(𝑡, 𝑥) = ⟨𝑃 (𝑡)𝑥, 𝑥⟩.

За допомогою функцiї Ляпунова визначимо елiпсоїд

ℰ(𝑡, 𝑟) = {𝑥 : ⟨𝑃 (𝑡)𝑥, 𝑥⟩ ≤ 𝑟2}.
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при цьому необхiдно, щоб

𝐺0 ⊆
{︀
𝑥 ∈ R4 : ⟨𝑃 (𝑡0)𝑥, 𝑥⟩ ≤ 𝑟2

}︀
. (13)

Умова ℰ(𝑡, 𝑟) ⊆ Φ(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0 визначається з використанням (12) i набуває

вигляду
𝑟
√︀
⟨𝑃−1(𝑡)𝜓, 𝜓⟩√︀
⟨𝐻−1(𝑡)𝜓, 𝜓⟩

≤ 1, ‖𝜓‖ = 1, 𝑡 ≥ 𝑡0. (14)

Беручи мiнiмум лiвої частини останньої нерiвностi за 𝜓 на одиничнiй сферi

для всiх 𝑡 ≥ 𝑡0, маємо

𝑟2 ≤ inf
𝑡≥𝑡0

𝜆min

(︀
𝑃 1/2(𝑡)𝐻−1(𝑡)𝑃 1/2(𝑡)

)︀
, (15)

де 𝜆min(·) – найменше власне значення вiдповiдної матрицi. У формi ма-

тричної нерiвностi спiввiдношення (14) є еквiвалентним до

𝑟2 𝑃−1(𝑡) ≤ 𝐻−1(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0. (16)

Має мiсце таке твердження.

Теорема 2. Нехай 𝑘(𝑡) ≥ 𝑘0 > 0 – неперервна функцiя, 𝑅(𝑡) ≥ 𝑟0 > 0 –

неперервна скалярна функцiя, 𝑥̄𝑖(𝑡), 𝑣𝑖(𝑡) > 0, 𝑖 = 1, 2 – неперервнi обме-

женi функцiї, що визначають опуклi фазовi обмеження (11). Якщо iснує

симетрична додатно визначена матриця 𝑃 (𝑡), що є розв’язком рiвняння

Рiккатi (6), власнi значення якої є рiвномiрно обмеженими i параметр

𝑟 > 0 задовольняє умови (13) та (15), тодi лiнiйне керування з оберненим

зв’язком

𝑢*(𝑡, 𝑥) = − 1

𝑚1𝑅(𝑡)

(︀
𝑃31(𝑡)𝑥1 + 𝑃32(𝑡)𝑥2 + 𝑃33(𝑡) 𝑣1 + 𝑃34(𝑡) 𝑣2

)︀
розв’язує задачу оптимальної стабiлiзацiї для задачi оптимальної ста-

бiлiзацiї (1)–(2) за фазових обмежень (11). Таким способом,

1. нульовий розв’язок 𝑥 ≡ 0 системи (1) при 𝑢*(𝑡, 𝑥) є глобально асим-

птотично стiйким;

2. для будь-якого початкового стану 𝑥0 ∈ 𝐺0 траєкторiя системи (1)

задовольняє фазовим обмеженням (11);
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3. мiнiмальне значення критерiя якостi (2) дорiвнює

ℐ(𝑢*) = ⟨𝑃 (𝑡0)𝑥0, 𝑥0⟩.

Обгрунтування теореми здiйснюється аналогiчного до доведення тео-

реми 1.

4. Обчислювальнi експерименти та обговорення результатiв.

На основi теорем 1, 2 розроблено обчислювальнi методи розв’язування за-

дачi стабiлiзацiї (1)–(2) за фазових обмежень (3) та (11). Параметри си-

стеми (1) вибиралися такi

𝑚1 = 1.5, 𝑚2 = 0.8, 𝑅 = 1, 𝑄 = diag(25, 25, 8, 8).

Жорсткiсть пружини описується за допомогою функцiї

𝑘(𝑡) = 12 + 6 cos(0.8𝑡),

при цьому 𝑘(𝑡) ≥ 𝑘0 = 6 > 0 для всiх 𝑡 ≥ 0.

Рис. 1: Експеримент 1. Траєкторiї системи

У кожному обчислювальному експериментi порiвнюються три методи-

ки конструювання керування: у виглядi лiнiйного оберненого зв’язку (8);

як субоптимальний LQR 𝑢DLQR [16]; у формi PD-керування 𝑢PD [1], що

є пропорцiйно-диференцiйним регулятором, який дiє лише на лiве тiло,

𝑢PD = −30𝑥1 − 12 𝑣1.
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Рис. 2: Експеримент 1. Керування 𝑢(𝑡) та значення критерiя якостi

У першому експериментi початкова умова 𝑥0 = (0.6, −0.3, 0, 0)𝑇 , фа-

зовi обмеження заданi прямокутним паралелепiпедом

𝑥̄1 = 𝑥̄2 = 0.9, 𝑣1 = 𝑣2 = 2.2.

На рисунках 1, 2 видно, що побудований алгоритм оптимальної стабiлi-

зацiї доставляє найкраще значення критерiя якостi, що збiгається з тео-

ретичним значенням, а також найшвидше стабiлiзує систему. Порiвняємо

основнi характеристики застосованих алгоритмiв.

Табл. 6: Результат роботи алгоритмiв при фазових обмеженях у виглядi

багатокутника

Тип керування Практ. I(u) Теор. I(u) Похибка (%) Час вст. (с)

Оптимальне (𝑢*) 113.41 113.58 0.153 8.77

Субоптимальний LQR (𝑢𝐷𝐿𝑄𝑅) 121.71 113.58 7.154 11.47

PD–керування (𝑢𝑃𝐷) 192.87 113.58 69.808 10.35

Данi в таблицi 6 пiдтверджують ефективнiсть розробленого алгоритму,

оскiльки вiн стабiлiзує систему за найменший промiжок часу й доставляє

мiнiмальне значення критерiя якостi з найменшою похибкою. Пiд практи-

чним значенням критерiя якостi розумiється значення функцiонала (2), в

якому iнтегрування здiйснюється вiд 𝑡0 до 𝑇 , де 𝑇 – час зупинки алго-

ритму. Алгоритм зупиняє роботу, за умови, що стани системи в сусiднiх

моментах часу не вiдрiзняються вiд нульового, з точнiстю до машинного

епсiлон.

У другому експериментi 𝑥0 = (0.5, −0.25, 0, 0)𝑇 , фазовi обмеження є
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елiпсоїдом з межами, що спадають за рацiонально-дробовим законом

𝑥̄1(𝑡) = 𝑥̄2(𝑡) = 0.1 +
0.6

1 + 0.5𝑡
, 𝑣1(𝑡) = 𝑣2(𝑡) = 0.15 +

2.0

1 + 0.5𝑡
.

Рис. 3: Експеримент 2. Траєкторiї системи

Рис. 4: Експеримент 2. Керування 𝑢(𝑡) та значення критерiя якостi

На рисунках 3, 4 видно, що побудований алгоритм оптимальної стабi-

лiзацiї доставляє найкраще значення критерiя якостi, що збiгається з тео-

ретичним значенням, а також найшвидше стабiлiзує систему. Аналогiчно

до попереднього випадку порiвняємо основнi характеристики застосованих

алгоритмiв.

Данi в таблицi 7 пiдтверджують ефективнiсть розробленого алгоритму,

оскiльки вiн стабiлiзує систему за найменший промiжок часу й доставляє

мiнiмальне значення критерiя якостi з найменшою похибкою.
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Табл. 7: Результат роботи алгоритмiв при фазових обмеженях у виглядi

елiпсоїда

Тип керування Практ. I(u) Теор. I(u) Похибка (%) Час вст. (с)

Оптимальне (𝑢*) 78.76 78.88 0.153 8.28

Субоптимальний LQR (𝑢𝐷𝐿𝑄𝑅) 84.52 78.88 7.154 11.43

PD–керування (𝑢𝑃𝐷) 133.94 78.88 69.808 9.61

Висновки

В статтi розроблено обчислювальнi методи для розв’язування задачi

оптимальної стабiлiзацiї двомасової коливної системи за фазових обме-

жень. Розглядаються фазовi обмеження у виглядi багатокутника та уза-

гальненого елiпсоїда. На основi достатнiх умов оптимальностi обгрунтова-

но теореми i побудовано алгоритми знаходження оптимального керування.
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Pichkur V. V., Hahurin Ye. R.

ON OPTIMAL STABILIZATION OF TWO-MASS SYSTEMS UNDER

PHASE CONSTRAINTS

Summary

The article highlights a combined approach to solving the optimal stabilization

problem for two-mass oscillatory systems. This approach utilizes sufficient

optimality conditions on the one hand, and practical stability methods on

the other, to ensure constraints on the system state. Two types of phase

constraints are considered: in the form of a polygon and of an ellipsoidal type.

The mathematical model is described by a linear non-autonomous system.

The construction of the optimal control is carried out using the matrix Riccati

equation. Theorems on the construction of optimal control under specified

phase constraints are proven. The results of computer modeling are presented.

The constructed algorithm can be applied to solve applied problems related to

damping excess oscillations in control systems.

Keywords: optimal stabilization, practical stability, oscillatory system, phase

constraints, Lyapunov function.
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ПОРIВНЯЛЬНИЙ АНАЛIЗ ДИНАМIЧНОЇ АДАПТАЦIЇ

НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ

Мета. Метою роботи є систематизацiя методiв динамiчної адаптацiї нейронних мереж i

визначення впливу структурного прорiджування, зростання архiтектури, комбiнованої

перебудови й умовного виконання на точнiсть класифiкацiї, кiлькiсть параметрiв та

оцiнену вартiсть прямого проходу.

Методи. У роботi виокремлено структурне прорiджування, зростання архiтектури,

комбiновану перебудову й умовне виконання. Для кожної групи описано механiзми змi-

ни структури, спосiб контролю складностi та врахування обмежень на обчислювальнi

витрати. Експериментальне порiвняння виконано на наборах зображень рiзної складно-

стi з фiксованим подiлом на навчальну, валiдацiйну й тестову вибiрки. Для всiх методiв

використано спiльнi навчальнi бюджети та початковi значення генератора випадкових

чисел. Якiсть оцiнювали за фiнальною та найвищою валiдацiйною точнiстю, а також

за її динамiкою впродовж навчання. Компактнiсть визначали за кiлькiстю параметрiв

i часткою ненульових ваг, обчислювальнi витрати — за оцiненою кiлькiстю операцiй

прямого проходу.

Результати. За коротких навчальних протоколiв методи структурного прорiджу-

вання та помiрного стиснення загалом забезпечили найбiльш збалансоване спiввiдно-

шення точностi, компактностi моделi й обчислювальних витрат. Агресивнiше стиснення

зменшувало розмiр моделi, але могло супроводжуватися втратою точностi. Умовне ви-

конання не дало конкурентної точностi на складнiшому наборi зображень, що свiдчить

про чутливiсть таких пiдходiв до навчального бюджету та конфiгурацiї керувального

механiзму.

©Малик I. В., Нестеренко В. В., 2026 CC BY 4.0

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed


Порiвняльний аналiз динамiчної адаптацiї нейронних мереж ISSN 2519–206X 141

Висновки. Уперше в межах єдиного короткого експериментального протоколу си-

стемно зiставлено чотири групи методiв динамiчної адаптацiї нейронних мереж. Отри-

манi результати показують, що вибiр методу має визначатися вимогами конкретної за-

дачi, складнiстю даних, базовою архiтектурою та доступними ресурсами. Для практи-

чного оцiнювання моделей доцiльно поєднувати показники точностi й компактностi з

вимiрюванням фактичної затримки та енергоспоживання на цiльовому обладнаннi.
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Вступ

Щоб досягти високої точностi класифiкацiї, часто використовують мо-

делi з великою кiлькiстю параметрiв i значними обчислювальними витра-

тами. На пристроях з обмеженою пам’яттю, часом вiдповiдi та енергоспо-

живанням такi моделi можуть бути непридатними. Одним iз пiдходiв до

зменшення цих витрат є динамiчна змiна структури мережi. На вiдмiну

вiд статичних моделей iз фiксованим графом обчислень, динамiчнi нейрон-

нi мережi можуть змiнювати структуру пiд час навчання або активувати

лише частину компонентiв для конкретного вхiдного прикладу. Тому та-

кi методи варто порiвнювати не лише за точнiстю, а й за компактнiстю

моделi та обчислювальними витратами.

Динамiчну адаптацiю нейронних мереж реалiзують кiлькома способа-

ми. Методи прорiджування зменшують надмiрнiсть моделi, вилучаючи

окремi ваги, канали, фiльтри або шари [1–3]. Методи зростання архiте-

ктури, навпаки, збiльшують ємнiсть моделi, коли її поточної структури

недостатньо для подання даних [4; 5]. Гiбриднi пiдходи поєднують вилуче-

ння та додавання структурних компонентiв, а методи умовного виконання

визначають маршрут обчислень залежно вiд властивостей вхiдного при-

кладу [6; 7]. LayerMerge i CHWP враховують структуру шарiв та фiльтрiв

пiд час стиснення, а Always-Sparse Training поєднує пiдтримання розрiдже-
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ної структури зi зростанням з’єднань [8–10]. Усi цi пiдходи мають спiльне

завдання: зберегти якiсть моделi за обмежених обчислювальних ресурсiв.

Водночас вони вiдрiзняються моментом i гранулярнiстю адаптацiї, базо-

вими архiтектурами, навчальними бюджетами та показниками вартостi

обчислень. Через це їхнi результати важко безпосередньо порiвнювати.

Актуальнiсть

У задачах класифiкацiї нейроннi мережi часто працюють не лише на

серверах, а й на пристроях з обмеженою пам’яттю, часом вiдповiдi та енер-

госпоживанням. За таких умов високої точностi недостатньо: важливими

стають кiлькiсть параметрiв i обчислень, потрiбних для отримання про-

гнозу. Динамiчна адаптацiя дає змогу змiнювати структуру моделi або об-

сяг обчислень пiд час навчання чи для конкретного входу. Тому потрiбно

встановити, як рiзнi механiзми адаптацiї впливають на точнiсть i вартiсть

використання моделi.

Мета дослiдження

Метою дослiдження є систематизацiя методiв динамiчної адаптацiї ней-

ронних мереж i визначення того, як структурне прорiджування, зростан-

ня архiтектури, комбiнована перебудова та умовне виконання впливають

на точнiсть класифiкацiї, кiлькiсть параметрiв i оцiнену вартiсть прямого

проходу. Результати роботи мають допомогти обрати метод адаптацiї для

задач класифiкацiї з ресурсними обмеженнями.

Методологiя

Методологiя поєднує огляд пiдходiв до динамiчної адаптацiї з їх екс-

периментальним зiставленням. Методи подiлено за характером змiни стру-

ктури мережi: прорiджування, зростання, комбiнована перебудова та умов-

не виконання по-рiзному змiнюють її ємнiсть i обчислювальне навантаже-

ння. Щоб зiставити цi пiдходи в однакових умовах, для всiх експериментiв

зафiксовано подiл даних, бюджет навчання та показники якостi й обчи-

слювальних витрат.

Прорiджування та стиснення

Методи прорiджування починають з повної або надмiрно параметри-

зованої архiтектури та поступово вилучають найменш значущi ваги, ка-

нали, фiльтри або шари. До цiєї групи належать Learning both Weights
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and Connections [1], Deep Compression [11], Network Slimming [2], Runtime

Neural Pruning [12], PruneTrain [13], MorphNet [14] i LayerMerge [8]. Серед

iнших представникiв — L-OBS, CBS, CUP, нейропластичне прорiджування

та CHWP [9; 15–18]. Попри вiдмiнностi в критерiях важливостi, цi пiдходи

оцiнюють внесок структурних компонентiв у якiсть моделi й вилучають

найменш кориснi з них. Завдяки цьому скорочену архiтектуру не потрiбно

повнiстю проєктувати вручну.

Бiнарна маска 𝑀 описує узагальнений процес прорiджування:

̃︁𝑊 =𝑀 ⊙𝑊, (1)

де ⊙ позначає поелементне множення, 𝑊 = {𝑤𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} – ваги переходiв

нейронної мережi мiж шарами, ̃︁𝑊 – оптимiзованi ваги пiсля прорiджува-

ння. Нульовi елементи маски вимикають вiдповiднi параметри або стру-

ктурнi блоки. За вагового прорiджування маску часто визначають поро-

говим правилом

𝑀𝑖 = 1{|𝑤𝑖|>𝜏}, (2)

де 𝑤𝑖 — ваговий параметр, 𝜏 — порiг важливостi, а 1{·} — iндикаторна

функцiя. Для каналiв або фiльтрiв замiсть модуля ваги використовують

оцiнку важливостi 𝑠𝑖:

𝑀𝑖 = 1{𝑠𝑖>𝜏}. (3)

Оцiнку 𝑠𝑖 можуть обчислювати за нормами ваг, масштабувальними коефi-

цiєнтами пакетної нормалiзацiї, градiєнтною iнформацiєю, матрицею Гессе

або спецiальними регуляризаторами.

Деякi методи враховують обчислювальнi витрати або заданий рiвень

розрiдженостi безпосередньо в цiльовiй функцiї. Для заданої архiтектури

𝒜 ваги 𝑊 * знаходять iз задачi

𝑊 * ∈ argmin
𝑊

[ℒtask(𝑊 ;𝒜) + 𝜆𝑅(𝑊,𝒜)] , (4)

де 𝑊 * — один iз розв’язкiв задачi, ℒtask(𝑊 ;𝒜) — функцiя втрат основної

задачi, 𝑅(𝑊,𝒜) — регуляризацiйний доданок, що штрафує за надмiрну

складнiсть моделi або вiдхилення вiд заданого рiвня розрiдженостi, а 𝜆

визначає його вплив на оптимiзацiю.

Якщо маску 𝑀 або iншi структурнi змiннi навчають разом iз вагами,

оптимiзують усi цi змiннi. В iнших методах маску перiодично оновлюють
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або формують пiсля оптимiзацiї ваг, використовуючи оцiнки важливостi

𝑠𝑖.

Доданок𝑅(𝑊,𝒜) не завжди задають безпосередньо через ваги. У Network

Slimming регуляризацiю накладають на масштабувальнi коефiцiєнти паке-

тної нормалiзацiї, у PruneTrain — на групи параметрiв, а в MorphNet — на

апаратно орiєнтовану оцiнку вартостi структури. Тому методи цiєї групи

рiзняться регуляризатором i способом оновлення структури.

Методи зростання архiтектури

На вiдмiну вiд прорiджування, методи зростання починають iз ком-

пактної архiтектури й додають вузли, канали або з’єднання, коли пото-

чної ємностi моделi вже недостатньо. До цiєї групи належать GWR [4],

GradMax [19], Dynamically Growing Neural Network Architecture [20] i DEN [21].

Iншi пiдходи використовують динамiчнi вузли або розрiджене навчання зi

зростанням з’єднань [5; 10]. Такий механiзм корисний у безперервному

навчаннi та на периферiйних пристроях, коли оптимальний початковий

розмiр моделi невiдомий.

На кроцi 𝑡 архiтектура зростає за правилом

𝒜𝑡+1 = 𝒜𝑡 ∪Δ𝒜𝑡, (5)

де Δ𝒜𝑡 — множина елементiв, що додаються на кроцi 𝑡. У найпростiшiй

схемi до неї включають елементи з оцiнкою 𝑟𝑢, вищою за порiг:

Δ𝒜𝑡 = {𝑢 | 𝑟𝑢 > 𝜏𝑔}, (6)

де 𝑟𝑢 — оцiнка доцiльностi включення елемента 𝑢, а 𝜏𝑔 — порiг зростання.

Значення 𝑟𝑢 можуть ґрунтуватися на величинi градiєнта, локальнiй похиб-

цi апроксимацiї, новизнi вхiдних даних або потребi в окремому пiдпросторi

ознак. Отже, архiтектуру розширюють лише для тих елементiв, для яких

обраний критерiй вказує на недостатню ємнiсть моделi.

Гiбриднi пiдходи зростання та прорiджування

Гiбриднi методи поєднують додавання та вилучення структурних еле-

ментiв у процесi перебудови архiтектури. До цiєї групи належать AdaNet [22],

NeST [23], Always-Sparse Training [10] i пiдходи на основi динамiчних ву-

злiв [5]. У загальному випадку вони вилучають малокориснi елементи та

додають новi, коли поточна структура обмежує подальше зменшення фун-

кцiї втрат.



Порiвняльний аналiз динамiчної адаптацiї нейронних мереж ISSN 2519–206X 145

На кроцi 𝑡 архiтектура оновлюється за правилом

𝒜𝑡+1 = (𝒜𝑡 ∖ 𝒫𝑡) ∪ 𝒢𝑡, (7)

де 𝒫𝑡 — множина елементiв, вибраних для вилучення, а 𝒢𝑡 — множина еле-

ментiв, доданих на кроцi 𝑡. Поєднання цих операцiй дає змогу контролюва-

ти компактнiсть моделi та компенсувати можливе зниження її виразностi

пiсля прорiджування.

Умовне виконання, керувальнi механiзми та динамiчне маршру-

тування

Методи умовного виконання добирають активний маршрут обчислень

окремо для кожного вхiдного прикладу. До них належить SkipNet, у якому

керувальна мережа вибiрково пропускає залишковi блоки [7]. Iншi пред-

ставники цього класу — Channel Gating, Conditional Computation, IamNN,

Dynamic Slimmable Network та Instance-wise Sparsity [6; 24–27]. Для рiзних

входiв активуються рiзнi частини спiльного графа, тому обчислювальнi

витрати залежать вiд вибраного маршруту.

Нехай 𝑧𝑙(𝑥) ∈ {0, 1} — керувальна змiнна для 𝑙-го шару, блоку або

каналу за входу 𝑥. Тодi механiзм умовної активацiї можна подати так:

𝑧𝑙(𝑥) = 1{𝑔𝑙(𝑥)>𝜏},

𝑠(𝑥) = 𝑓𝒜,𝑊,𝑧(𝑥)(𝑥),

𝑦(𝑥) = arg max
𝑘∈{1,...,𝐾}

𝑠𝑘(𝑥).

(8)

де 𝑔𝑙(𝑥) — оцiнка керувального механiзму для 𝑙-го компонента, 𝑠(𝑥) —

вектор вихiдних оцiнок класiв,𝐾 — кiлькiсть класiв, а 𝑦(𝑥)— прогнозована

мiтка.

Щоб уникнути тривiального розв’язку з активацiєю всiх компонентiв,

до цiльової функцiї додають штраф за обчислювальнi витрати:

(𝑊 *, 𝑧*) ∈ argmin
𝑊,𝑧

[ℒtask(𝑊, 𝑧) + 𝛽 E𝑥[𝐶(𝑧(𝑥))]] . (9)

Тут 𝐶(𝑧(𝑥)) — оцiнка вартостi маршруту, активованого для входу 𝑥, E𝑥[·]
— усереднення за вхiдними даними, а 𝛽 визначає вагу штрафу. Спосiб

оптимiзацiї керувальних функцiй 𝑔𝑙 залежить вiд конкретного методу. На

вiдмiну вiд прорiджування, умовне виконання не фiксує одну скорочену

структуру, а добирає маршрут для кожного входу.



146 ISSN 2519–206X Малик I. В., Нестеренко В. В.

Узагальнювальне порiвняння

Розглянутi пiдходи об’єднує те, що вони оптимiзують не лише ваговi

параметри, а й структуру або маршрут виконання моделi. Прорiджування

скорочує наявну мережу, зростання збiльшує її ємнiсть, а гiбриднi методи

поєднують обидва напрями перебудови. Умовне виконання, своєю чергою,

добирає активну частину мережi для кожного входу. Такий подiл дає змо-

гу зiставити методи за моментом, гранулярнiстю та очiкуваною вартiстю

структурних змiн.

Експериментальна постановка

Порiвняння проведено у двох контрольованих протоколах. Перший

ґрунтується на MNIST — наборi одноканальних зображень рукописних

цифр розмiром 28 × 28 пiкселiв [28]. У другому використано CIFAR-10 —

набiр кольорових зображень розмiром 32×32 пiкселi з 10 класами [29; 30].

MNIST розглянуто як простiший, а CIFAR-10 — як складнiший сценарiй

оцiнювання.

Iндекси офiцiйних навчальних частин одноразово перемiшали з поча-

тковим значенням генератора випадкових чисел 42. Початковий сегмент

утворив валiдацiйну вибiрку, а наступний — навчальну; їхнi обсяги наведе-

но в табл. 8. Тестовi вибiрки сформовано з початкових сегментiв офiцiйних

тестових частин. Навчальнi, валiдацiйнi й тестовi пiдвибiрки не перетина-

лися та були спiльними для всiх порiвнюваних методiв.

Табл. 8: Параметри експериментальних протоколiв

Набiр даних Навчальна Валiдацiйна Тестова Епохи

MNIST 10000 2000 2000 8

CIFAR-10 20000 5000 5000 12

Основне порiвняння виконано за валiдацiйними показниками. Кожен

експеримент повторили для п’яти початкових значень генератора випад-

кових чисел: 7, 11, 23, 42 i 99. Цi значення впливали на iнiцiалiзацiю мо-

делi та порядок навчальних даних, але не змiнювали склад зафiксованих

пiдвибiрок. У таблицях наведено середнi значення та стандартнi вiдхиле-

ння. Бюджети у 8 епох для MNIST i 12 епох для CIFAR-10 визначили до
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запуску експериментiв, щоб усi методи пройшли запланованi етапи стру-

ктурної адаптацiї та донавчання. Довшi режими донавчання не входили

до основного короткого протоколу.

Якiсть класифiкацiї оцiнювали за фiнальною та найвищою валiдацiй-

ною точнiстю, а також за її динамiкою за епохами. Компактнiсть моделi ха-

рактеризували кiлькiстю параметрiв, кiлькiстю й часткою ненульових ваг;

обчислювальнi витрати — оцiнкою FLOPs прямого проходу. Для методiв

умовного виконання додатково зберiгали характеристики маршрутизацiї,

зокрема частку раннiх виходiв i середню вартiсть активованої пiдмережi.

Результати

Результати на MNIST

Найвищу середню валiдацiйну точнiсть наприкiнцi навчання на MNIST

продемонстрував PruneTrain (табл. 9). Близьку середню точнiсть проде-

монстрував Network Slimming, а Runtime Neural Pruning також залишився

на конкурентному рiвнi. Серед цих трьох методiв PruneTrain мав найменше

стандартне вiдхилення, тобто найменший розкид результатiв мiж запуска-

ми.

Wide CNN + BN досягла найвищої валiдацiйної точностi в окремому

запуску, але її середня фiнальна точнiсть була нижчою, а розкид мiж за-

пусками — бiльшим, нiж у PruneTrain i Network Slimming. ASFP мав най-

меншу кiлькiсть параметрiв i найнижчу оцiнку FLOPs, проте поступився

лiдерам за точнiстю. За обраного протоколу PruneTrain i Network Slimmi-

ng забезпечили найкраще спiввiдношення фiнальної валiдацiйної точностi,

компактностi моделi та оцiненої вартостi прямого проходу.

Табл. 9: Порiвняння методiв на MNIST за п’ятьма запусками

Метод Сер. вал. точн. Ст. вiдх. Макс. вал. точн. Параметри Оц. FLOPs

PruneTrain 0.831 0.006 0.831 11 550 2 614 735

Network Slimming 0.827 0.016 0.828 11 314 2 560 280

Runtime Neural Pruning 0.819 0.030 0.819 11 816 2 806 420

ASFP 0.796 0.016 0.810 7 774 1 669 985

Wide CNN + BN 0.794 0.050 0.837 16 474 4 505 914

Weights+Connections CNN 0.773 0.053 0.825 16 474 4 505 914

MorphNet 0.767 0.038 0.800 10 214 2 256 083

LayerMerge 0.755 0.079 0.792 14 586 4 502 170
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Рис. 1: Динамiка валiдацiйної точностi методiв на MNIST. Лiнiї показують

середнi значення, а заштрихованi областi — розкид мiж п’ятьма запусками.

Рисунок 1 показує, як цi вiдмiнностi формуються впродовж навчання.

PruneTrain i Network Slimming уже на раннiх епохах досягають високої

валiдацiйної точностi та зберiгають близькi траєкторiї до завершення про-

токолу. Для Wide CNN + BN кривi окремих запускiв розходяться силь-

нiше. Отже, графiк доповнює табличнi результати оцiнкою стабiльностi

навчання, а не лише фiнальної точностi.

Результати на CIFAR-10

На CIFAR-10 рiзниця мiж пiдходами виявилася виразнiшою, нiж на

MNIST (табл. 10). Найвищу середню валiдацiйну точнiсть наприкiнцi на-

вчання забезпечила повна базова модель Wide CNN + BN. Серед адаптив-

них i компресiйних пiдходiв найкращий результат мавWeights+Connections

CNN. Deep CNN, Runtime Neural Pruning, LayerMerge, MorphNet i Network

Slimming утворили близьку за результатами групу з валiдацiйною точнi-

стю вiд 0,627 до 0,642.

На CIFAR-10 агресивнiше стиснення супроводжувалося нижчою точнi-

стю. ASFP i Channel Pruning мали найнижчi оцiнки FLOPs серед методiв

структурного прорiджування, однак поступалися за точнiстю повнiй мо-

делi й менш агресивним схемам стиснення. Жоден iз розглянутих методiв

умовного виконання в межах цього протоколу не досяг конкурентної ва-

лiдацiйної точностi. Отже, за бюджету в 12 епох адаптивне маршрутува-

ння не мало переваги за використаними показниками. Його ефективнiсть
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доцiльно окремо оцiнити за довших режимiв навчання та на спецiально

пiдiбраних архiтектурах.

Табл. 10: Порiвняння методiв на CIFAR-10 за п’ятьма запусками

Метод Сер. вал. точн. Ст. вiдх. Макс. вал. точн. Параметри Оц. FLOPs

Wide CNN + BN 0.674 0.008 0.674 92 298 18 498 346

Weights+Connections CNN 0.652 0.009 0.652 53 186 10 772 746

Deep CNN 0.642 0.004 0.643 76 066 10 818 346

Runtime Neural Pruning 0.640 0.010 0.643 40 258 6 962 429

LayerMerge 0.635 0.016 0.636 50 530 10 767 466

MorphNet 0.629 0.007 0.629 34 034 5 700 736

Network Slimming 0.627 0.009 0.628 38 184 6 439 268

PruneTrain 0.617 0.015 0.620 35 100 6 046 295

Channel Pruning 0.612 0.023 0.617 20 785 3 277 917

ASFP 0.581 0.018 0.599 13 919 2 419 568

Dynamic Slimmable 0.494 0.029 0.495 608 147 177 735 812

Channel Gating 0.470 0.022 0.470 345 945 94 969 553

IamNN 0.448 0.007 0.450 382 800 110 902 788

Conditional Computation 0.444 0.010 0.444 467 787 133 108 650

Instance-wise Sparsity 0.440 0.022 0.445 208 971 59 759 082

SkipNet 0.412 0.057 0.417 346 234 94 969 553

Рис. 2: Динамiка валiдацiйної точностi методiв на CIFAR-10. Лiнiї пока-

зують середнi значення, а заштрихованi областi — розкид мiж п’ятьма

запусками.

Кривi на рис. 2 засвiдчують, що методи умовного виконання вiдстають
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вiд повної моделi та методiв структурного прорiджування вже на раннiх

епохах. До завершення 12-ї епохи цей розрив не зменшується. Отже, за

заданого бюджету навчання цi методи не лише мають нижчу фiнальну

точнiсть, а й не скорочують розрив з iншими пiдходами впродовж навча-

ння.

Обговорення

Порiвняння на MNIST i CIFAR-10 у межах заданих навчальних бю-

джетiв показало, що ефективнiсть методiв динамiчної адаптацiї залежить

вiд складностi набору даних, базової архiтектури та протоколу навчан-

ня. На MNIST найвищi результати за середньою валiдацiйною точнiстю

наприкiнцi навчання продемонстрували PruneTrain i Network Slimming; на

CIFAR-10 найточнiшою була повна базова модель Wide CNN + BN, а серед

адаптивних i компресiйних пiдходiв —Weights+Connections CNN. Отже, за

розглянутих умов жоден iз методiв не мав безумовної переваги одночасно

за точнiстю, компактнiстю та оцiненими обчислювальними витратами.

Порiвнювати цi результати з даними лiтератури слiд з урахуванням рi-

зних подiлiв даних, базових архiтектур i тривалостi навчання. На повному

MNIST за довших режимiв автори Learning both Weights and Connections

повiдомляють про тестову точнiсть 99,2% для прорiдженої LeNet-5 за при-

близно 12-разового зменшення кiлькостi ваг [1]; у роботах Deep Compressi-

on, DeepHoyer i FreezeNet також розглянуто стиснення зi збереженням ви-

сокої якостi [11; 31; 32]. Працi про Network Slimming, ASFP, CondenseNet,

LayerMerge i CHWP оцiнюють стиснення на CIFAR-10 в iнших експери-

ментальних конфiгурацiях [2; 8; 9; 33; 34]. Тому результати цiєї роботи

характеризують порiвняльну поведiнку реалiзованих методiв за спiльних

скорочених пiдвибiрок i коротких бюджетiв навчання, а не їхню граничну

точнiсть.

Агресивнiше стиснення зменшує кiлькiсть параметрiв i оцiнку FLOPs,

однак може супроводжуватися втратою точностi: ASFP був найкомпактнi-

шим методом в обох протоколах, проте поступався лiдерам за валiдацiй-

ною точнiстю. Методи умовного виконання на CIFAR-10 у межах коротко-

го протоколу також не забезпечили конкурентної точностi, що вказує на

їхню чутливiсть до тривалостi навчання, конфiгурацiї керувального ме-

ханiзму та базової архiтектури. Отже, цi пiдходи потребують оцiнювання
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в цiльових сценарiях, де адаптивний розподiл обчислень має практичну

цiннiсть.

Наукова новизна

У роботi вперше в межах єдиного короткого експериментального прото-

колу системно зiставлено чотири групи методiв динамiчної адаптацiї ней-

ронних мереж. Запропоноване зiставлення враховує не лише валiдацiйну

точнiсть, а й спiввiдношення мiж якiстю класифiкацiї, компактнiстю мо-

делi та оцiненими обчислювальними витратами.

Висновки

У роботi систематизовано методи динамiчної адаптацiї нейронних ме-

реж за характером змiни структури та умовами виконання обчислень. За-

пропонована схема охоплює структурне прорiджування, зростання архiте-

ктури, комбiновану перебудову й умовне виконання та дає змогу описувати

їх за спiльними ознаками: моментом i гранулярнiстю адаптацiї, способом

контролю складностi та очiкуваними обчислювальними витратами.

Порiвняльне оцiнювання в єдиному експериментальному протоколi по-

казало, що жоден iз розглянутих пiдходiв не має безумовної переваги одно-

часно за точнiстю, компактнiстю моделi та обчислювальними витратами.

Вибiр методу має визначатися вимогами конкретної задачi, складнiстю да-

них, базовою архiтектурою й доступним навчальним бюджетом. За обра-

них протоколiв методи структурного прорiджування та помiрного стисне-

ння загалом забезпечували найбiльш збалансоване спiввiдношення якостi

моделi й витрат, тодi як агресивне стиснення та умовне виконання по-

требують ретельнiшого налаштування й оцiнювання в цiльовому сценарiї

застосування.

Отриманi результати також показують, що оцiнка FLOPs є лише на-

ближеним показником обчислювальної ефективностi й не замiнює вимiрю-

вання фактичної затримки та енергоспоживання на цiльовому обладнаннi.

Подальшi дослiдження варто спрямувати на перевiрку методiв за довших

протоколiв навчання, добiр архiтектур для динамiчної маршрутизацiї та

апаратно орiєнтоване оцiнювання моделей. Особливий iнтерес становлять

гiбриднi методи, що поєднують прорiджування, зростання й умовне вико-

нання в одному циклi адаптацiї. Для них важливо формалiзувати правила
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взаємодiї цих механiзмiв, критерiї додавання та вилучення структурних

елементiв, а також спосiб урахування обчислювальних обмежень у спiль-

нiй оптимiзацiйнiй задачi. Це дасть змогу точнiше встановити межi засто-

совностi окремих пiдходiв у ресурсно обмежених системах.
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Malyk I. V., Nesterenko V. V.

COMPARATIVE ANALYSIS OF DYNAMIC ADAPTATION OF NEU-

RAL NETWORKS

Summary

Purpose. The study aims to systematize methods for dynamic adaptation of

neural networks and to determine how structural pruning, architecture growth,

combined restructuring, and conditional execution affect classification accu-

racy, parameter count, and estimated forward-pass cost.

Methods. The study distinguishes structural pruning, architecture growth,

combined restructuring, and conditional execution. For each group, it describes

the mechanisms of structural change, the approach to complexity control, and

the treatment of computational constraints. Experimental comparison was

performed on image datasets of different complexity with fixed training, vali-

dation, and test subsets. Classification quality was assessed by final and best

validation accuracy and training dynamics; model compactness was assessed

by parameter count and the proportion of nonzero weights; computational cost

was assessed by the number of forward-pass operations.

Results. Under short training protocols, structural pruning and moderate

compression generally provided the most balanced trade-off among accuracy,

model compactness, and computational cost. More aggressive compression

reduced model size but could decrease accuracy. Conditional execution did not

achieve competitive accuracy on the more complex image dataset, indicating

that such methods are sensitive to the training budget and the configuration

of the control mechanism.

Conclusions. For the first time, four groups of dynamic neural-network

adaptation methods were systematically compared within a unified short ex-

perimental protocol. The results show that method selection should be guided

by task requirements, data complexity, the base architecture, and available

resources. Practical model assessment should complement accuracy and com-

pactness measures with measurements of actual inference latency and energy

consumption on target hardware.

Keywords: neural networks, hyperparameter optimization, deep learning, ma-

chine learning, neural network architecture, dynamic adaptation, computa-

tional cost, adaptive computation.
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