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UDC 517.9

A. I. Dudko, V. N. Pivovarchik
South Ukrainian National Pedagogical University named after K. D. Ushynsky

SPECTRAL PROBLEM OF FULLERENE VIBRATIONS

Small vibrations of a graph of fullerene (truncated icosahedron) is considered each edge of
which is a so-called Stieltjes string (a massless thread bearing finite number of point masses)
symmetric with respect to its midpoint. The spectral problem is obtained by imposing the
continuity and balance of forces conditions at the vertices. It is shown that when all the
edges of the graph are the same then due to the symmetry of the problem there are multiple
eigenvalues. The maximal multiplicity of an eigenvalue of such problem is 32, exactly the
value which is maximal for cyclically connected graphs, i.e. 𝜇+ 1 where 𝜇 is the cyclomatic
number of the graph.
MSC: 39A70, 39A60, 70J30.
Key words: Stieltjes string, graph, multiplicity, eigenvalue, cyclomatic number, recurrence
relations, boundary сonditions.
DOI: XXXX.

1. Introduction

Since the time of Plato and Archimedes, it is known that there are only 5
regular polyhedra that are called Platonic solids. There are also Archimedian
or so-called semiregular polyhedra.

In our work we will consider a truncated icosahedron. From the point of
view of mathematics, this is an old object, which was rediscovered relatively
recently. Interest to this object arose unexpectedly again in connection with
the discovery by chemists of the third state of aggregation of carbon. It turned
out that this state of carbon corresponds to a molecule that consists of 60
atoms, which are located at the vertices of a truncated icosahedron. A fullerene
(buckyball) is any molecule composed entirely of carbon, in the form of a hollow
sphere, ellipsoid, tube, and many other shapes. In our case, we will consider
buckminsterfullerene 𝐶60. It was prepared in 1989 by Richard Smalley and was
named after Richard Buckminster Fuller, an architect who created a geodesic
dome similar to a truncated icosahedron. Buckminsterfullerene is the smallest
fullerene molecule containing pentagonal and hexagonal faces in which no two
pentagons share an edge. The structure of 𝐶60 is a truncated icosahedron

Received 04.01.2020 © Dudko A. I., Pivovarchik V. N. 2020



8 Dudko A. I., Pivovarchik V. N.

(one of the semiregular or Archimedean solids), which resembles an association
football ball of the type made of twenty hexagons and twelve pentagons, with
a carbon atom at the vertices of each polygon and a bond along each polygon
edge [8] (see Fig.1, [9]).

Fig. 1.

In this paper we consider small transverse vibrations of truncated icosa-
hedron the edges of which are so-called Stieltjes strings, i.e. elastic threads
of zero density bearing point masses. Transverse vibrations of graphs of such
strings were considered in many publications [2], [3], [4].

Spectral problems describing longitudinal vibrations of a graph of springs
bearing masses are reduced to the same equations [6].

2. Main Results

1. Fullerine graph. We choose arbitrary orientation of the edges of
the graph. Let us consider a Stieltjes string bearing 𝑛 ≥ 3 point masses
𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑛 (𝑚𝑘 > 0), let 𝑙0, 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛 (𝑙𝑘 > 0) be the intervals into which

the masses divide the total length 𝑙 of the string
(︂

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑙𝑘 = 𝑙

)︂
. We enumerate

the point masses 𝑚𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛) and subintervals 𝑙𝑘 (𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛) on
an edge successively in the direction of the edge. In the sequel we consider
Stieltjes strings symmetric with respect to their midpoints. This means that:

1) if 𝑛 is even then: 𝑚𝑘 = 𝑚𝑛−𝑘+1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛; 𝑙𝑘 = 𝑙𝑛−𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛;

2) if 𝑛 is odd then: 𝑚𝑘 = 𝑚𝑛−𝑘+1, 𝑘 = 1, . . . , [𝑛]; 𝑙𝑘 = 𝑙𝑛−𝑘, 𝑘 = 0, . . . , [𝑛],

where [𝑎] denotes the integer part of 𝑎.

We consider a fullerene graph 𝐺 each edge of which is the same symmetric
Stieltjes string bearing 𝑛 point masses. The graph is stretched and can vibrate
such that each mass moves in the direction orthogonal to the equilibrium po-
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sition of the edge.
Denote by 𝑣𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 60) the vertices of 𝐺, by 𝑒𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . . , 90)

the edges of 𝐺.
For each 𝑖 denote by 𝑑(𝑣𝑖) = 3 the degree of the vertex 𝑣𝑖, by 𝑑+(𝑣𝑖) the

indegree, i.e. the number of edges incoming into 𝑣𝑖, by 𝑑−(𝑣𝑖) the outdegree,
i.e. the number of edges outgoing from 𝑣𝑖. It is clear that 0 ≤ 𝑑±(𝑣𝑖) ≤ 3 and
𝑑+(𝑣𝑖) + 𝑑−(𝑣𝑖) = 𝑑(𝑣𝑖) = 3.

Let 𝑊+
𝑖 be the set of numbers of edges incoming into 𝑣𝑖 and 𝑊−

𝑖 be the
set of numbers of edges outgoing from 𝑣𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 60).

It should be noticed that the graph of the fullerine belongs to the class of
cyclically connected graphs

Definition 1 (see [1], Definition 2). Two vertices 𝑣 and 𝑤 of a connected
graph 𝐺 are said to be cyclically connected if a finite set of cycles 𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑘

(𝐶𝑗 ⊂ 𝐺, 𝑗 = 1, 2, ...𝑘) exists such that 𝑣 ∈ 𝐶1, 𝑤 ∈ 𝐶𝑘 and each neighboring
pair of cycles possesses at least one common vertex.

Definition 2 (see [1], Definition 3). A graph is said to be cyclically connected
if each pair of vertices in it is cyclically connected

We assume absence of point masses at the vertices. Vibrations of masses
on the edges are described by equations (see [5], p. 141 or [11], eq. (0.7.4))

𝑉
(𝑗)
𝑘 (𝑡) − 𝑉

(𝑗)
𝑘−1(𝑡)

𝑙𝑘−1
+
𝑉

(𝑗)
𝑘 (𝑡) − 𝑉

(𝑗)
𝑘+1(𝑡)

𝑙𝑘
= 𝑚𝑘

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑉

(𝑗)
𝑘 (𝑡), (1)

where 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑔; 𝑔 is the number of edges; 𝑉 (𝑗)
𝑘 (𝑡) is the

transverse displacement of the mass 𝑚𝑘 lying on the edge 𝑒𝑗 ; 𝑡 is the time.
At an interior vertex 𝑣𝑖 we impose the continuity conditions

𝑉
(𝑗−1 )
0 (𝑡) = 𝑉

(𝑗−2 )
0 (𝑡) = · · · = 𝑉

(𝑗−
𝑑−(𝑣𝑖)

)

0 (𝑡)

= 𝑉
(𝑗+1 )
𝑛+1 (𝑡) = 𝑉

(𝑗+2 )
𝑛+1 (𝑡) = · · · = 𝑉

(𝑗+
𝑑+(𝑣𝑖)

)

𝑛+1 (𝑡),

(2)

where {𝑗−1 , . . . , 𝑗
−
𝑑−(𝑣𝑖)

} ∈ 𝑊−
𝑖 ; {𝑗+1 , . . . , 𝑗

+
𝑑+(𝑣𝑖)

} ∈ 𝑊+
𝑖 and the balance of

forces condition

𝑑+(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝑉
(𝑗+𝑚)
𝑛+1 (𝑡) − 𝑉

(𝑗+𝑚)
𝑛 (𝑡)

𝑙𝑛
−
𝑑−(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝑉
(𝑗−𝑚)
1 (𝑡) − 𝑉

(𝑗−𝑚)
0 (𝑡)

𝑙0
= 0. (3)
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As usually in the linear approach we separate variables by ansatz (see, e.g.
eq. (0.7.4), (0.7.5) in [11]) 𝑉 (𝑗)

𝑘 (𝑡) = 𝑈
(𝑗)
𝑘 (𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑡, 𝑧 = 𝜆2. Substituting it into

(1) – (3) we obtain the following spectral problem:

𝑈
(𝑗)
𝑘 (𝑧) − 𝑈

(𝑗)
𝑘−1(𝑧)

𝑙𝑘−1
+
𝑈

(𝑗)
𝑘 (𝑧) − 𝑈

(𝑗)
𝑘+1(𝑧)

𝑙𝑘
= −𝑚𝑘𝑧𝑈

(𝑗)
𝑘 (𝑧), (4)

𝑈
(𝑗−1 )
0 (𝑧) = 𝑈

(𝑗−2 )
0 (𝑧) = · · · = 𝑈

(𝑗−
𝑑−(𝑣𝑖)

)

0 (𝑧)

= 𝑈
(𝑗+1 )
𝑛+1 (𝑧) = 𝑈

(𝑗+2 )
𝑛+1 (𝑧) = · · · = 𝑈

(𝑗+
𝑑+(𝑣𝑖)

)

𝑛+1 (𝑧),

(5)

𝑑+(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝑈
(𝑗+𝑚)
𝑛+1 (𝑧) − 𝑈

(𝑗+𝑚)
𝑛 (𝑧)

𝑙𝑛
−
𝑑−(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝑈
(𝑗−𝑚)
1 (𝑧) − 𝑈

(𝑗−𝑚)
0 (𝑧)

𝑙0
= 0 (6)

where 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑖 = 1, 2, . . . , 60; 𝑗−𝑚 ∈𝑊−
𝑖 , 𝑚 = 𝑗−1 , . . . , 𝑗

−
𝑑−(𝑣𝑖)

; 𝑗+𝑚 ∈

𝑊+
𝑖 , 𝑚 = 𝑗+1 , . . . , 𝑗

+
𝑑+(𝑣𝑖)

and 𝑈 (𝑗)
𝑘 is the amplitude of vibrations of the mass

𝑚𝑘 located on the edge 𝑒𝑗 , 𝑧 is the spectral parameter. Here equations (5) are
the continuity conditions and (6) describe the balance of forces.

2. Graph of Stieltjes strings vibrations.
Following [5] we look for a solution in the form 𝑈

(𝑗)
𝑘 (𝑧) = 𝑅2𝑘−2(𝑧, 𝑐)𝑈

(𝑗)
1 , 𝑘 =

1, 2, . . . , 𝑛+1, where 𝑅2𝑘−2(𝑧, 𝑐) is a polynomials of degree 𝑘−1. In the sequel,
we use 𝑅𝑘(𝑐) instead of 𝑅𝑘(𝑧, 𝑐) to shorten the notation.

The polynomials 𝑅𝑘(𝑐) satisfy the following recurrence relations:

𝑅2𝑘(𝑐) = 𝑙𝑘𝑅2𝑘−1(𝑐) +𝑅2𝑘−2(𝑐), (7)

𝑅2𝑘−1(𝑐) = 𝑅2𝑘−3(𝑐) −𝑚𝑘𝑧𝑅2𝑘−2(𝑐)

with the initial conditions

𝑅−1(𝑐) ≡
1 − 𝑐

𝑙0
, 𝑅0(𝑐) ≡ 1.

For a symmetric string

𝑅2𝑛−1(0) =
1

𝑙0
𝑅2𝑛(1) (8)

and due to the Lagrange identity

𝑅2𝑛−1(0)𝑅2𝑛(1) −𝑅2𝑛−1(1)𝑅2𝑛(0) =
1

𝑙0
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(see, e.g. [7], Lemma 3.5) we obtain

1

𝑙0
(𝑅2𝑛(1))2 − 1

𝑙0
= 𝑅2𝑛(0)𝑅2𝑛−1(1). (9)

Now we use the procedure described in [10]. It is convenient to introduce
the following solution of (4):

𝑈
(𝑗)
𝑘 (𝑧) =

𝐵(𝑗) −𝐴(𝑗)𝑅2𝑛(1)

𝑅2𝑛(0)
𝑅2𝑘−2(0) +𝐴(𝑗)𝑅2𝑘−2(1), (10)

where 𝐴(𝑗), 𝐵(𝑗) are constants independent of 𝑘 and 𝑧. These solutions exist
for all 𝑧 which are not zeros of 𝑅2𝑛(0). In view of (1), (2), equation (7) for
𝑘 = 0 implies 𝑅−2(0) = 0, 𝑅−2(1) = 1.

Substituting these into (10) we have

𝑈
(𝑗)
0 (𝑧) =

𝐵(𝑗) −𝐴(𝑗)𝑅2𝑛(1)

𝑅2𝑛(0)
𝑅−2(0) +𝐴(𝑗)𝑅−2(1) = 𝐴(𝑗). (11)

In the same way, for 𝑘 = 𝑛+ 1

𝑈
(𝑗)
𝑛+1(𝑧) =

𝐵(𝑗) −𝐴(𝑗)𝑅2𝑛(1)

𝑅2𝑛(0)
𝑅2𝑛(0) +𝐴(𝑗)𝑅2𝑛(1) = 𝐵(𝑗). (12)

Continuity conditions (5) look now as

𝐴(𝑗−1 ) = 𝐴(𝑗−2 ) = · · · = 𝐴
(𝑗−

𝑑−(𝑣𝑖)
)

= 𝐵(𝑗+1 ) = 𝐵(𝑗+2 ) = · · · = 𝐵
(𝑗+

𝑑+(𝑣𝑖)
)

:= Φ(𝑣𝑖).

(13)

Balance of forces equation (6) with account of (10), (13) attains the form

𝑑+(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

(︁
𝑙𝑛𝐵

(𝑗+𝑚)𝑅2𝑛−1(0) −𝐴(𝑗+𝑚)
)︁
−
𝑑−(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

(︁
𝐵(𝑗−𝑚) −𝐴(𝑗−𝑚)𝑅2𝑛(1)

)︁
= 0. (14)

𝑑+(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

(︁
𝑙𝑛𝐵

(𝑗+𝑚)𝑅2𝑛−1(0) −𝐴(𝑗+𝑚)
)︁
−
𝑑−(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

(︁
𝐵(𝑗−𝑚) −𝐴(𝑗−𝑚)𝑅2𝑛(1)

)︁

=

𝑑+(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝑙𝑛𝐵
(𝑗+𝑚)𝑅2𝑛−1(0) +

𝑑−(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝐴(𝑗−𝑚)𝑅2𝑛(1) −

⎛⎝𝑑+(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝐴(𝑗+𝑚) +

𝑑−(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝐵(𝑗−𝑚)

⎞⎠
=

𝑑+(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝐵(𝑗+𝑚)𝑅2𝑛(1) +

𝑑−(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

𝐴(𝑗−𝑚)𝑅2𝑛(1) −
∑︁
𝑣𝑗∼𝑣𝑖

Φ(𝑣𝑗)
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= 𝑅2𝑛(1)

⎛⎝𝑑+(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

Φ(𝑣𝑖) +

𝑑−(𝑣𝑖)∑︁
𝑚=1

Φ(𝑣𝑖)

⎞⎠−
∑︁
𝑣𝑗∼𝑣𝑖

Φ(𝑣𝑗)

= 𝑅2𝑛(1)𝑑(𝑣𝑖)Φ(𝑣𝑖) −
∑︁
𝑣𝑗∼𝑣𝑖

Φ(𝑣𝑗).

or
𝑅2𝑛(1)𝑑(𝑣𝑖)Φ(𝑣𝑖) −

∑︁
𝑣𝑗∼𝑣𝑖

Φ(𝑣𝑗) = 0.

Here the sum is taken over all the vertices 𝑣𝑗 adjacent with 𝑣𝑖.
Finally, we obtain using the notation 𝜁 = 3𝑅2𝑛(1),

𝐹 = {Φ(𝑣1), . . . ,Φ(𝑣60)}𝑇 , and denoting by 𝐴 the adjacency matrix of our
graph:

𝜁𝐹 −𝐴𝐹 = 0. (15)

Let 𝑧0 be not a zero of 𝑅2𝑛(0), then it is an eigenvalue of problem (4)–(6) if
and only if 𝜁0 := 3𝑅2𝑛(1) is an eigenvalue of matrix equation (15). This means
that the spectrum of problem (4)–(6) consists of zeros of 𝑅2𝑛(0) and of zeros
of the polynomials 3𝑅2𝑛(1)− 𝜁𝑠, where 𝜁𝑠 (𝑠 = 1, 2, . . . , 60) are the eigenvalues
of (15).

Theorem 1. The characteristic polynomial of problem (4)–(6) is

𝜑(𝑧) = (𝑅2𝑛(𝑧, 0))30𝑃60(3𝑅2𝑛(𝑧, 1))

where 𝑃60 is the characteristic polynomial of matrix 𝐴.

Proof. We have already shown above that if 𝑧0 is an eigenvalue of
problem (4)–(6) and 𝑅2𝑛(𝑧0, 0) ̸= 0 then 𝜁0 is a zero of 𝑃60(𝜁). This gives
60𝑛 (with account of multiplicities) eigenvalues of problem (4)–(6). The
total number of eigenvalues is 90𝑛 since 90 is the number of edges in the
fullerene. Therefore, there are 30𝑛 (with account of multiplicities) eigenval-
ues more. They are the zeros of 𝑅30

2𝑛(𝑧, 0) because for each eigenvalue there
exist 30 linearly independent eigenvectors which are composed by the vectors
𝑅2(𝑧, 0), 𝑅4(𝑧, 0), ..., 𝑅2𝑛−2(𝑧, 0) on the edges of the hexagonal faces of the
graph. Theorem is proved.

Using (15) we obtain the characteristic equation for Buckminsterfullerene
graph by program MAPLE

𝑃60(𝜁) = 2985984+54743040𝜁+186416640𝜁2−1566501120𝜁3−7440712560𝜁4+
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+26034025632𝜁5 + 108565938200𝜁6 − 310065067080𝜁7 − 831616531095𝜁8+

+2527365617120𝜁9+3576552321006𝜁10−13627897407360𝜁11−8131429397135𝜁12+

+49433493646080𝜁13 + 4679380503120𝜁14 − 126428882536240𝜁15+

+29617003666920𝜁16 + 238553091055200𝜁17 − 112654402736360𝜁18−

−344185906596720𝜁19 + 228227031040884𝜁20 + 390055074762240𝜁21−

−324375523213200𝜁22 − 354145195147200𝜁23 + 351861389316780𝜁24+

+261359090670624𝜁25 − 303315997028160𝜁26 − 158412719276240𝜁27+

+212712221820840𝜁28 + 79417625268960𝜁29 − 123163094844616𝜁30−

−33076275953760𝜁31 + 59443188508110𝜁32 + 11466942645600𝜁33−

−24056403184260𝜁34 − 3308173115904𝜁35 + 8189116955350𝜁36+

+792175427520𝜁37 − 2346799508400𝜁38 − 156652575440𝜁39+

+565407465144𝜁40 + 25376437920𝜁41 − 114118295000𝜁42−

−3327625680𝜁43 + 19180834020𝜁44 + 347208896𝜁45 − 2661033600𝜁46−

−28113600𝜁47 + 300906380𝜁48 + 1700640𝜁49 − 27244512𝜁50−

−72240𝜁51 + 1925160𝜁52 + 1920𝜁53 − 102160𝜁54 − 24𝜁55+

+3825𝜁56 − 90𝜁58 + 𝜁60,

and, consequently, (this is given by MAPLE)

𝑃60(𝜁) = (𝜁 − 3)(𝜁2 + 3𝜁 + 1)3(𝜁4 − 3𝜁3 − 2𝜁2 + 7𝜁 + 1)3*

*(𝜁 + 2)4(𝜁2 + 𝜁 − 4)4(𝜁2 − 𝜁 − 3)5(𝜁2 + 𝜁 − 1)5(𝜁 − 1)9.

Thus we obtain the following set of zeros of 𝑃60: 𝜁1 = 𝜁2 = 𝜁3 ≈ −2.618,
𝜁4 = 𝜁5 = 𝜁6 = 𝜁7 ≈ −2.562, 𝜁8 = 𝜁9 = 𝜁10 = 𝜁11 = −2, 𝜁12 = 𝜁13 =

𝜁14 = 𝜁15 = 𝜁16 ≈ −1.6818, 𝜁17 = 𝜁18 = 𝜁19 ≈ −1.438, 𝜁20 = 𝜁21 = 𝜁22 =

𝜁23 = 𝜁24 ≈ −1.303, 𝜁25 = 𝜁26 = 𝜁27 ≈ −0.382, 𝜁28 = 𝜁29 = 𝜁30 ≈ −0.139,
𝜁31 = 𝜁32 = 𝜁33 = 𝜁34 = 𝜁35 ≈ 0.618, 𝜁36 = 𝜁37 = 𝜁38 = 𝜁39 = 𝜁40 = 𝜁41 =

𝜁42 = 𝜁43 = 𝜁44 = 1, 𝜁45 = 𝜁46 = 𝜁47 = 𝜁48 ≈ 1.562, 𝜁49 = 𝜁50 = 𝜁51 ≈ 1.820,
𝜁52 = 𝜁53 = 𝜁54 = 𝜁55 = 𝜁56 ≈ 2.303, 𝜁57 = 𝜁58 = 𝜁59 ≈ 2.757, 𝜁60 = 3.
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3. Conclusion

The graph 𝐶60 is cyclically connected (see Definition 2). The maximum
multiplicity of an eigenvalue of the problem on such graph is 𝜇 + 1 where 𝜇
is the cyclomatic number of the graph [1], Theorem 3.2. Since 𝜇 = 𝑞 − 𝑝+ 1,
where 𝑝 is the number of vertices and 𝑞 is the number of edges, in our case
𝜇 + 1 = 32. We see that in our problem the maximum possible multiplicity
is 32 when the eigenvalue is a (simple) zero of 𝑅2𝑛(𝑧, 0) and a double zero of
𝑅2𝑛(𝑧, 1) − 1.

Дудко А. I., Пивоварчик В. М.
Cпектральна задача, пов’язана з коливаннями фулерiну

Резюме

Розглянутi малi поперечнi коливання графу фулерiну (усiченого iкосаедру), кожне ре-
бро якого — стiльтьєсiвська струна (безмасова нитка, що несе на собi скiнчену кiлькiсть
зосереджених мас), симетрична вiдносно своєї середини. Спектральна задача отримана
накладанням умов неперервностi та балансу сил у вершинах. Показано, що якщо всi
ребра однаковi, то завдяки симетрiї задачi виникають кратнi власнi значення. Макси-
мальна кратнiсть такого власного значення становить 32, що є максимальним можли-
вим для циклiчно зв’язного графу, тобто 𝜇+ 1, де 𝜇 — це цикломатичне число графу.
Ключовi слова: Стiльтьєсiвська струна, граф, кратнiсть, власне значення, циклома-
тичне число, рекурентнi спiввiдношення, крайовi умови.

Дудко А. И., Пивоварчик В. Н.
Спектральная задача, связанная с колебаниями фулерина

Резюме

Рассмотрены малые поперечные колебания графа фулерина (усеченного икосаэдра),
каждое ребро которого — стильтьесовская струна (безмассовая нить, несущая на себе
конечное количество сосредоточенных масс), симметричная относительно своей середи-
ны. Спектральная задача получена наложением условий непрерывности и баланса сил
в вершинах. Показано, что если все ребра одинаковые, то благодаря симметрии задачи
возникают кратные собственные значения. Максимальная кратность такого собствен-
ного значения 32, что является максимальным возможным для циклически связного
графа, т.е. 𝜇+ 1, где 𝜇 — это цикломатическое число графа.
Ключевые слова: Стильтьесовская струна, граф, кратность, собственное значение,
цикломатическое число, рекуррентные соотношения, краевые условия.
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THE FUNDAMENTAL SOLUTION OF THE PROBLEM OF
THERMOELASTICITY FOR A PIECEWISE HOMOGENEOUS
TRANSVERSELY ISOTROPIC ELASTIC SPACE

The problem of constructing fundamental solutions to the thermoelasticity problem for a
piecewise-homogeneous transversely isotropic space is reduced to the matrix Riemann prob-
lem in the space of generalized slow growth functions. As a result of the solution of which,
were obtained expressions in explicit form for the components of the vector of the funda-
mental solution of the heat conduction problem, as well as simple representations for the
components of the stress tensor and the displacement vector in plane of connection of trans-
versely isotropic elastic half-spaces containing concentrated stationary heat sources. The
temperature distribution is investigated depending on the thermophysical characteristics of
the half-space materials.
MSC: 74B05, 74H05, 74J20.
Key words: fundamental solutions, matrix Riemann problem,transversely isotropic inhomo-
geneous space, generalized functions.
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1. Introduction

The study of stress concentration in the vicinity of interfacial and internal
defects such as cracks or inclusions in thermoelastic fields is of great practical
importance. Many works have been devoted to this problem for various envi-
ronments. In particular, in [1-2], the problems of stationary thermoelasticity
for bodies with a heat-penetrating disc inclusion, between whose surfaces there
is an imperfect thermal contact, as well as problems with a thin heat-active
disc inclusion are considered.

The problem is reduced to hypersingular integral equations of the first and
second kind, for which exact solutions are obtained.In [3-9] non-axisymmetric
problems of elasticity and thermoelasticity for piecewise-homogeneous trans-
versely isotropic spaces containing interfacial stress concentrators, such as
cracks or rigid inclusions, using the method of singular integral relations (SIR)
[10] reduced to systems of two-dimensional singular integral equations (SIR)

Received 15.04.2020 © Kryvyi O. F., Morozov Yu. O. 2020
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and proposed a method for their solution. A similar approach was applied
in [11-15] to solving problems of interfacial and internal defects in piecewise
homogeneous anisotropic media.

In the mathematical formulation and solution of such problems about de-
fects, it is necessary to set the boundary conditions on the defect itself, such
as stress on the crack edges or displacement at the inclusion.Since in thу phys-
ical formulation of the problems from determining the stress and displacement
fields in the vicinity of the stress concentrators, known the stresses or displace-
ments at the boundary of the region,at some interior points or at infinity (for
unbounded bodies), then the determination of the boundary conditions on the
defect is a separate problem.

Within the framework of the linear theory of thermoelasticity, to solve this
problem, it is necessary to know the distribution of the temperature, stress
and displacement fields in the corresponding piecewise homogeneous bodies
without defects in the presence of volumetric forces and concentrated heat
sources.

In particular, for piecewise homogeneous isotropic and transversally
isotropic spaces, such solutions are given, respectively, in [16] and [17].Green’s
functions for piecewise homogeneous transversally isotropic spaces in the pres-
ence of a concentrated heat source and in the absence of thermal diffusion were
constructed in [18], and in the presence of thermal diffusion — in [19]. In [20,
21], Green’s functions for a layered thermal environment were constructed.

An effective method for solving this problem is the method of fundamen-
tal solutions in the space ℑ′(R3) of generalized functions of slow growth. In
particular, in [14], the problem of constructing fundamental solutions for piece-
wise homogeneous two-dimensional anisotropic media is reduced to the matrix
Riemann problem with respect to some variables in the space ℑ′(R3) and sug-
gested an approach to its solution. In this work, this approach is general-
ized to construct in an explicit analytical form fundamental solutions to the
problem of heat conduction and thermoelasticity for a piecewise-homogeneous
transversely isotropic space, which made it possible to study the temperature
distribution and obtain how the temperature affects the distribution of stresses
and displacements in the plane of joining materials.
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2. Main Results

1. Statement of the problem. Let stationary heat sources, concentrated
in some regions of dimension n (n = 0,1,2,3), act in an inhomogeneous space
composed of two different transversely isotopic half-spaces, completely linked
in the plane 𝑧 = 0.

The thermoelastic state of space is described by the vector

v = {𝑣𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}𝑘=1,9 = {𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧, 𝜏𝑦𝑧, 𝜏𝑥𝑧, 𝜏𝑥𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑤} (1)

Based on the equilibrium equations and the generalized Hooke’s law, and
also taking into account the Duhamel-Neumann relation with respect to the
components of the vector v, in the space of generalized functions of slow growth
ℑ′(R3) we write the following boundary value problem

D[𝑧, 𝜕1, 𝜕2, 𝜕3]v = F, v, F ∈ ℑ′(R3), (2)

𝑣𝑘(𝑥, 𝑦,+0) = 𝑣𝑘(𝑥, 𝑦,−0), 𝑘 = 1, 9, 𝑘 ̸= 1, 2, 6 (3)

𝑣𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑥)|(𝑥,𝑦,𝑧)→∞ = 0, (𝑘 = 1, 9), (4)

Here we use the notation

D =

⃦⃦⃦⃦
⃦D0 O3×3

−S D𝑇
0

⃦⃦⃦⃦
⃦ ,F𝑇 = ‖0, 0, 0, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 0, 0, 0‖ ,S =

⃦⃦⃦⃦
⃦ S1 O3×3

O3×3 S2

⃦⃦⃦⃦
⃦ ,

D0 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝜕1 0 0 0 𝜕3 𝜕2

0 𝜕2 0 𝜕3 0 𝜕1

0 0 𝜕3 𝜕2 𝜕1 0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ,S1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝑠11 𝑠12 𝑠13

𝑠21 𝑠11 𝑠13

𝑠13 𝑠13 𝑠33

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ,S2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝑠44 0 0

0 𝑠44 0

0 0 𝑠66

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ,

𝜕1 = 𝜕
𝜕𝑥 , 𝜕2 = 𝜕

𝜕𝑦 , 𝜕3 = 𝜕
𝜕𝑧 , 𝑠𝑘𝑗 = 𝜃(𝑧)𝑠+𝑘𝑗 + 𝜃(−𝑧)𝑠−𝑘𝑗 , 𝑠

𝑝𝑚
𝑘𝑗 − the coefficients

of the generalized Hooke’s law, respectively, for the upper 𝑧 > 0 and lower
𝑧 < 0 half-spaces; O3×3− zero matrix of dimension 3 × 3, 𝛽𝑘 = 𝜃(𝑧)𝛽+𝑘 +

𝜃(−𝑧)𝛽−𝑘 , 𝛽
±
𝑘 − thermal expansion coefficients , 𝑇− temperature concentrated

heat source.
2. Construction of the fundamental solution of the heat conduc-

tion problem.
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We introduce the following notation w = {𝑤𝑘}𝑘=1,4, where functions
𝑤𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℑ′(R3) there are components of the system of fundamental so-
lutions, that is, solutions that satisfy the following system of boundary value
problems

D[𝑧, 𝜕1, 𝜕2, 𝜕3]w = f0, w𝑗 , f
0 ∈ ℑ′(R3), (5)

𝑤4(𝑥, 𝑦,+0) = 𝑤4(𝑥, 𝑦,−0), 𝜆+3 𝜕3𝑤4(𝑥, 𝑦,+0) = 𝜆−3 𝜕3𝑤4(𝑥, 𝑦,−0) (6)

where

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆−1
1 0 0 𝜕1

0 𝜆−1
2 0 𝜕2

0 0 𝜆−1
3 𝜕3

𝜕1 𝜕2 𝜕3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , f0 = {−𝛿𝑘4𝛿(𝑥− 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0, 𝑧 − 𝑧0)}𝑘=1,4,

𝛿𝑘𝑗-Kronecker symbol,𝜆𝑖 = 𝜆+𝑖 𝜃 (𝑥3) + 𝜆−𝑖 𝜃 (−𝑥3) , 𝑖 = 1, 3, 𝜆±𝑖 −thermal con-
ductivity coefficients for the upper 𝑧 > 0 and lower 𝑧 < 0 half-spaces, respec-
tively.

Vector components w represented as𝑤𝑘 = 𝜃(𝑧)𝑤𝑘 + 𝜃(−𝑧)𝑤𝑘 = 𝑤+
𝑘

+ 𝑤−
𝑘

,
де 𝑤±

𝑘
∈ ℑ′(R3

±), R3
± = R2 × R± and apply to the matrix equation (5) the

operator of the three-dimensional Fourier transform F3 from ℑ′(R3). Then,
considering the conditions (6) and results of works [10–13,26,27], relatively
W±

𝑘 (𝛼1,𝛼2, 𝛼3) = F3[𝑤
±
𝑘

] ∈ ℑ′(R3) we obtain the following matrix equation

B+W+ = B−W− + F0,W±
𝑗 , F

0
𝑗 ∈ ℑ′(R3), 𝑗 = 1, 4. (7)

W± = {W±
𝑘 }

4
𝑘=1, B± = D[±0,−𝑖𝛼1, − 𝑖𝛼2,−𝑖𝛼3],

F0
𝑗 = {𝛿𝑘4𝑒𝑖𝛼1𝑥0+𝑖𝛼2𝑦0+𝑖𝛼3𝑧0}4𝑘=1,

D[±0,−𝑖𝛼1, − 𝑖𝛼2,−𝑖𝛼3] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆−1
1,± 0 0 (−𝑖𝛼1)

0 𝜆−1
1,± 0 (−𝑖𝛼2)

0 0 𝜆−1
3,± (−𝑖𝛼3)

(−𝑖𝛼1) (−𝑖𝛼2) (−𝑖𝛼3) 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Function 𝑤±
𝑘𝑗

∈ ℑ′(R3
±) admit an analytical representation [22,26,27] on the

variable 𝛼3, therefore, matrix equation (1.7) is a boundary condition for the
matrix Riemann problem in the variable 𝛼3.
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Given the properties of generalized functions and applying the methodology
of [10-14,26,27], the boundary conditions (1.7) can be written as

B±W± = F±,W±, F± ∈ ℑ′(R3), (8)

where

F±
𝑗 = {𝑓±𝑘 }

𝑘=1,4
, 𝑓±𝑘 = 𝜃(±𝑧0)𝑒±0 𝛿𝑘4 ∓

1

2
𝜒𝑘,

𝜒 = {𝜒𝑘}𝑘=1,4 ∈ ℑ′(R2), 𝜒𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2.

𝜒𝑘(𝛼1, 𝛼2)− unknown functions from ℑ′(R2) for determine of which, we use
conditions (7) in Fourier transforms.

Directly from equations (1.8) we obtain W± = B−1
± F±, where B−1

± ={︁
𝑏*,±𝑘

}︁
𝑘=1,4

. After applying the inverse Fourier transform, the components of

the vectors w± = {𝑤±
𝑘 }𝑘=1,4

= F−1
3 [W±] will be presented as:

𝑤+
1 = (𝑥−𝑥0)

2𝑟 {𝜃(𝑧0)(
𝑚+

11(𝑟
2
0+(𝜉+𝑛 |𝑧−𝑧0|)

2
)
−1/2

(𝜉+𝑛 |𝑧−𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉+𝑛 |𝑧−𝑧0|)

2
)
− 𝑚+

12(𝑟
2
0+(𝜉+0 (𝑧+𝑧0))

2
)
−1/2

(𝜉+0 |𝑧+𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉+0 (𝑧+𝑧0))

2
)
)+

+𝜃(−𝑧0)
𝑚+

13(𝑟
2
0+(𝜉−0 𝑧0−𝜉

+
0 𝑧)

2
)
−1/2

(|𝜉−0 𝑧0−𝜉+0 𝑧|+
√︁
𝑟20+(𝜉−0 𝑧0−𝜉

+
0 𝑧)

2
)
},

𝑤−
1 = (𝑥−𝑥0)

2𝑟 {𝜃(−𝑧0)(
𝑚−

11(𝑟
2
0+(𝜉−𝑛 |𝑧−𝑧0|)

2
)
−1/2

(𝜉−𝑛 |𝑧−𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉−𝑛 |𝑧−𝑧0|)

2
)
− 𝑚−

12(𝑟
2
0+(𝜉−0 (𝑧+𝑧0))

2
)
−1/2

(𝜉−0 |𝑧+𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉−0 (𝑧+𝑧0))

2
)
)−

−𝜃(𝑧0)
𝑚−

13(𝑟
2
0+(𝜉−0 𝑧−𝜉

+
0 𝑧0)

2
)
−1/2

(|𝜉−0 𝑧−𝜉+0 𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉−0 𝑧−𝜉

+
0 𝑧0)

2
)
},

𝑤+
2 = (𝑦−𝑦0)

2𝑟 {𝜃(𝑧0)(
𝑚+

11(𝑟
2
0+(𝜉+𝑛 |𝑧−𝑧0|)

2
)
−1/2

(𝜉+𝑛 |𝑧−𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉+𝑛 |𝑧−𝑧0|)

2
)
− 𝑚+

12(𝑟
2
0+(𝜉+0 (𝑧+𝑧0))

2
)
−1/2

(𝜉+0 |𝑧+𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉+0 (𝑧+𝑧0))

2
)
)+

+𝜃(−𝑧0)
𝑚+

13(𝑟
2
0+(𝜉−0 𝑧0−𝜉

+
0 𝑧)

2
)
−1/2

(|𝜉−0 𝑧0−𝜉+0 𝑧|+
√︁
𝑟20+(𝜉−0 𝑧0−𝜉

+
0 𝑧)

2
)
},

𝑤−
2 = (𝑦−𝑦0)

2𝑟 {𝜃(−𝑧0)(
𝑚−

11(𝑟
2
0+(𝜉−𝑛 |𝑧−𝑧0|)

2
)
−1/2

(𝜉−𝑛 |𝑧−𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉−𝑛 |𝑧−𝑧0|)

2
)
− 𝑚−

12(𝑟
2
0+(𝜉−0 (𝑧+𝑧0))

2
)
−1/2

(𝜉−0 |𝑧+𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉−0 (𝑧+𝑧0))

2
)
)−

−𝜃(𝑧0)
𝑚−

13(𝑟
2
0+(𝜉−0 𝑧−𝜉

+
0 𝑧0)

2
)
−1/2

(|𝜉−0 𝑧−𝜉+0 𝑧0|+
√︁
𝑟20+(𝜉−0 𝑧−𝜉

+
0 𝑧0)

2
)
},

𝑤+
3 = {𝜃(𝑧0)(𝑚+

21
sign(𝑧−𝑧0)𝜉+0 |𝑧−𝑧0|

(𝑟20+(𝜉+0 |𝑧−𝑧0|)
2
)
3/2 − 𝑚+

22𝜉
+
0 (𝑧+𝑧0)

(𝑟20+(𝜉+0 (𝑧+𝑧0))
2
)
3/2 )−

−𝜃(−𝑧0)
𝑚+

23|𝜉
+
0 𝑧−𝜉

−
0 𝑧0|

(𝑟20+(𝜉+0 𝑧−𝜉
−
0 𝑧0)

2
)
3/2 },



The fundamental solution of the problem of thermoelasticity 21

𝑤−
3 = {𝜃(−𝑧0)(𝑚−

21
sign(𝑧−𝑧0)𝜉−0 |𝑧−𝑧0|

(𝑟20+(𝜉−0 |𝑧−𝑧0|)
2
)
3/2 − 𝑚+

22𝜉
+
0 (𝑧+𝑧0)

(𝑟20+(𝜉−0 (𝑧+𝑧0))
2
)
3/2 )+

+𝜃(−𝑧0)
𝑚−

23|𝜉
+
0 𝑧0−𝜉

−
0 𝑟𝑧|

(𝑟20+(𝜉+0 𝑧0−𝜉
−
0 𝑟𝑧)

2
)
3/2 },

𝑤+
4 = {𝜃(𝑧0)(

𝑚+
31√︁

𝑟20+(𝜉+0 |𝑧−𝑧0|)
2
− 𝑚+

32√︁
𝑟20+(𝜉+0 (𝑧+𝑧0))

2
)+

+𝜃(−𝑧0)
𝑚+

33√︁
𝑟20+(𝜉+0 𝑧−𝜉

−
0 𝑧0)

2
},

𝑤−
4 = {𝜃(−𝑧0)(

𝑚−
31√︁

𝑟20+(𝜉−0 |𝑧−𝑧0|)
2

+
𝑚−

32√︁
𝑟20+(𝜉−0 (𝑧+𝑧0))

2
)−

−𝜃(𝑧0)
𝑚−

33√︁
𝑟20+(𝜉−0 𝑧−𝜉

+
0 𝑧0)

2
},

where

𝑚±
11 =

𝜆±1
𝜉±0
, 𝑚±

12 = 𝜆±1 (𝜆±3 𝑚
±
1 ± 𝑚±

2

𝜉±0
), 𝑚±

13 = 𝜆±1 (𝜆±3 𝑚
∓
1 ± 𝑚∓

2

𝜉±0
),

𝑚±
21 = 1, 𝑚±

22 =
𝜆±1 𝜆

+
3

𝜉±0
𝑚±

1 ± 𝜆±3 𝑚
±
2 , 𝑚±

23 =
𝜆±1 𝜆

+
3

𝜉±0
𝑚∓

1 ± 𝜆±3 𝑚
∓
2

𝑚±
31 =

1

𝜆±3 𝜉
±
0

, 𝑚±
32 = 𝜆±3 𝑚

±
1 ± 𝑚±

2

𝜉±0
, 𝑚±

33 = 𝜆±3 𝑚
∓
1 +

𝑚∓
2

𝜉±0
Sought temperature 𝑇 we get like this 𝑇 = 𝑤4 *𝑄.
3. Construction of a fundamental solution to the problem of

thermoelasticity. We apply to the matrix equation (2) the operator of the
three-dimensional Fourier transform F3 iз ℑ′(R3), given the following repre-
sentation for vector components v: 𝑣𝑘 = 𝜃(𝑧)𝑣𝑘 + 𝜃(−𝑧)𝑣𝑘 = 𝑣+

𝑘
+ 𝑣−

𝑘
, were

𝑣±
𝑘

∈ ℑ′(R3
±), R3

± = R2 × R±. Then, considering the conditions (3) and the
results of [10-14,26,27], with respect to V±

𝑘 (𝛼1,𝛼2, 𝛼3) = F3[𝑣
±
𝑘

] ∈ ℑ′(R3)

and also that the functions V±
𝑘

∈ ℑ′(R3
±) admit an analytical representation

[22,26,27] in the variable 𝛼3 we obtain the following matrix equation

M±V
± = F±,W±, F± ∈ ℑ′(R3), (9)

where

M± = D[±0,−𝑖𝛼1, − 𝑖𝛼2,−𝑖𝛼3], F±
𝑗 = {𝑓±𝑘 }

𝑘=1,4
,

𝑓±𝑘 = ∓1

2
𝜒𝑘, 𝑘 = 1, 9, 𝑘 ̸= 3, 4, 5,

𝑓±𝑘 = 𝛽±𝑘−2𝑇
± ∓ 1

2
𝜒𝑘, 𝑘 = 3, 4, 5,

𝜒 = {𝜒𝑘}𝑘=1,4 ∈ ℑ′(R2), 𝜒𝑘 = 0, 𝑘 = 4, 5, 9
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𝜒𝑘(𝛼1, 𝛼2)− unknown functions from ℑ′(R2) for determine which, we need to
use conditions (3) after the Fourier-transformed.

We represent the sought functions as

V±
7𝑗 = −(−𝑖𝛼2)Ψ

±
1𝑗 − (−𝑖𝛼1)Ψ

±
2𝑗 ,V

±
8𝑗 = (−𝑖𝛼1)Ψ

±
1𝑗 − (−𝑖𝛼2)Ψ

±
2𝑗 , (10)

V±
5𝑗 = −(−𝑖𝛼2)Υ

±
1𝑗 − (−𝑖𝛼1)Υ

±
2𝑗 ,V

±
4𝑗 = (−𝑖𝛼1)Υ

±
1𝑗 − (−𝑖𝛼2)Υ

±
2𝑗 , (11)

where Ψ±
𝑘 ,Υ

±
𝑘 (𝑘 = 1, 2) new unknown functions, then matrix equation (9)

can be separated into two independent equations

L±V
(1),± = F±

1 ,G±V
(2),± = F±

2 . (12)

where we use the notation

V(1),± = {V
(1),±
𝑘 }

𝑘=1,2
= {Υ±

1𝑗 ,Ψ
±
1𝑗},

V(2),± = {V
(2),±
𝑘 }

𝑘=1,4
= {W±

3𝑗 ,T
±
2𝑗 ,Ψ

±
2𝑗 ,W

±
9𝑗},

F±
𝑗1 =

{︁
(−𝑖𝛼2)𝑓

±
1𝑗 − (−𝑖𝛼1)𝑓

±
2𝑗 , (−𝑖𝛼2)𝑓

±
7𝑗 − (−𝑖𝛼1)𝑓

±
8𝑗

}︁
, 𝑟2 = 𝛼2

1 + 𝛼2
2,

F±
𝑗2 =

{︁
𝑓±3𝑗 , (−𝑖𝛼1)𝑓

±
1𝑗 + (−𝑖𝛼2)𝑓

±
2𝑗 , (−𝑖𝛼2)𝑓

±
8𝑗 + (−𝑖𝛼1)𝑓

±
7𝑗 , 𝑓

±
6𝑗

}︁
,

G± = {𝑔±𝑘𝑗}𝑘,𝑗=1,4
, 𝑔±11 = 𝑔±44 = (−𝑖𝛼3), 𝑔

±
12 = 𝑟2, 𝑔±22 = 𝑔±33 = (−𝑖𝛼3)𝑟

2,

𝑔±𝑘𝑗 = 𝑔±𝑗𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, 𝑗 = 3, 4,

𝑔±21 = −𝑐
±
13

𝑐±33
𝑔±12, 𝑔±23 = − �̄�

±
13 + 𝑐±13

2

𝑐±33
𝑟4, 𝑔±32 = − 1

𝑐±44
𝑔±12,

𝑔±34 = −𝑔±12, 𝑔±41 = − 1

𝑐±33
, 𝑔±43 =

𝑐±13
𝑐±33

𝑔±12, L± = {𝑙±𝑘𝑗}𝑘,𝑗=1,2
,

𝑙±11 = (−𝑖𝛼3)𝑟
−2, 𝑙±22 = (−𝑖𝛼3)𝑟

2, 𝑙±21 = −𝑟2/𝑐±44, 𝑙±21 = −𝑐66𝑟4,

Directly from equations (12) we obtain V(1),± = L−1
± F±

𝑗1, V
(2),± = G−1

± F±
𝑗2,

were L−1
± =

{︁
𝑙*,±𝑘𝑗

}︁
𝑘,𝑗=1,2

, G−1
± =

{︁
𝑔*,±𝑘𝑗

}︁
𝑖,𝑗=1,4

. Further, using representations
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(11), (12) after applying the inverse Fourier transform, we obtain:

𝜎3 = −
3∑︁

𝑛=1

⎛⎝ 𝑅0
1,𝑛√︀

𝑟20 + (𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0|)2
− 𝜔1,𝑛√︁

𝑟20 + (
⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉 0𝑧0)
2

⎞⎠
+

2∑︁
𝑛=1

3∑︁
𝑚=1

𝛼1,𝑛,𝑚√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉𝑚𝑧0)
2

,

𝜎4 = (𝑦 − 𝑦0)

{︃
3∑︁

𝑛=1

𝑅0
2,𝑛(𝑟20 + (𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0|)2)

−1/2(︁
𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0|)2

)︁
−

3∑︁
𝑛=1

𝜔2,𝑛(𝑟20 + (
⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉 0𝑧0)
2
)
−1/2

(︁⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉 0 |𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉 0𝑧0)
2
)︁

−
2∑︁

𝑛=1

3∑︁
𝑚=1

𝛼2,𝑛,𝑚(𝑟20 + (
⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉𝑚𝑧0)
2
)
−1/2

(
⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉𝑚 |𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉𝑚𝑧0)
2)

}︃
,

𝜎5 = (𝑥− 𝑥0)

{︃
3∑︁

𝑛=1

𝑅0
2,𝑛(𝑟20 + (𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0|)2)−1/2

(𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0| +
√︀
𝑟20 + (𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0|)2)

−
3∑︁

𝑛=1

𝜔2,𝑛(𝑟20 + (
⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉 0𝑧0)
2)−1/2

(
⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉 0 |𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉 0𝑧0)
2)

−
2∑︁

𝑛=1

3∑︁
𝑚=1

𝛼2,𝑛,𝑚(𝑟20 + (
⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉𝑚𝑧0)
2)−1/2

(
⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉𝑚 |𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉𝑚𝑧0)
2)

}︃
,

𝑢1 = (𝑥− 𝑥0)

{︃
3∑︁

𝑛=1

𝑅0
3,𝑛(︁

𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0| +
√︀
𝑟20 + (𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0|)2

)︁
−

3∑︁
𝑛=1

𝜔3,𝑛(︁⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉 0 |𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉 0𝑧0)
2
)︁

−
2∑︁

𝑛=1

3∑︁
𝑚=1

𝛼3,𝑛,𝑚(︁⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉𝑚 |𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉𝑚𝑧0)
2
)︁
}︃
,

𝑢2 = (𝑦 − 𝑦0)

{︃
3∑︁

𝑛=1

𝑅0
3,𝑛

(𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0| +
√︁
𝑟20 + (𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0|)2)
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−
3∑︁

𝑛=1

𝜔3,𝑛

(
⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉 0 |𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉 0𝑧0)
2
)

−
2∑︁

𝑛=1

3∑︁
𝑚=1

𝛼3,𝑛,𝑚

(
⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉𝑚 |𝑧0| +

√︁
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉𝑚𝑧0)
2
)

}︃
,

𝑢3 = −
3∑︁

𝑛=1

𝑅0
4,𝑛

(︂
ln
𝑐

2
+ ln

(︁
|𝑧 − 𝑧0| 𝜉+𝑛 +

√︁
𝑟20 + (𝜉𝑛 |𝑧 − 𝑧0|)2

)︁)︂

+

3∑︁
𝑛=1

𝜔4,𝑛

(︂
ln
𝑐

2
+ ln

(︁
(
⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉 0 |𝑧0|) +

√︂
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉 0𝑧0)
2)︁)︂

+
2∑︁

𝑛=1

3∑︁
𝑚=1

𝛼4,𝑛,𝑚

(︂
ln
𝑐

2
+ ln((

⌢

𝜉𝑛 |𝑧| +
⌣

𝜉𝑚 |𝑧0|) +

√︂
𝑟20 + (

⌢

𝜉𝑛𝑧 +
⌣

𝜉𝑚𝑧0)
2
)

)︂
,

were
𝑞±𝑗 (𝛼3, 𝑟) = 𝑔*,±𝑗2 (𝛼3, 𝑟)𝛾

±
1 𝑟

2 + 𝑔*,±𝑗4 (𝛼3, 𝑟)𝛾
±
2 , 𝑗 = 1, 4

𝑅0,+
1,𝑛 =

𝑞+1 (−𝑖𝜉+𝑛 , 1)𝜏++(−𝑖𝜉+𝑛 , 1)

𝜉+𝑛 ℎ
+
𝑛

, �̄�0,+
1,𝑛 =

𝑞+1 (𝑖𝜉+𝑛 , 1)𝜏++(𝑖𝜉+𝑛 , 1)

𝜉+𝑛 ℎ
+
𝑛

𝜏++(𝛼3, 𝑟) = (−𝑖𝛼3)𝜆
+
3 𝑚

+
1 − 𝑟𝑚+

2 , 𝜏
−+(𝛼3, 𝑟) = (−𝑖𝛼3)𝜆

−
3 𝑚

+
1 − 𝑟𝑚+

2 ,

𝜏+−(𝛼3, 𝑟) = (−𝑖𝛼3)𝜆
+
3 𝑚

−
1 − 𝑟𝑚−

2 , 𝛽
−+
1,𝑛 =

𝑞−1 (𝑖𝜉±𝑛 , 1)𝜏−+(𝑖𝜉−𝑛 , 1)

𝜉−𝑛 ℎ
−
𝑛

,

𝛽+−
1,𝑛 =

𝑞+1 (−𝑖𝜉+𝑛 , 1)𝜏+−(−𝑖𝜉+𝑛 , 1)

𝜉+𝑛 ℎ
+
𝑛

, 𝛽++
𝑗,𝑛 =

𝑞+𝑗 (−𝑖𝜉+𝑛 , 1)𝜏++(−𝑖𝜉𝑛, 1)

𝜉+𝑛 ℎ
+
𝑛

, 𝑗 = 1, 4

ℎ±𝑛 =
3∏︁

𝑙=1,𝑙 ̸=𝑛
(𝜉±𝑛 )

2 − (𝜉±𝑙 )
2
, 𝜏−−(𝛼3, 𝑟) = (−𝑖𝛼3)𝜆

−
3 𝑚

−
1 − 𝑟𝑚−

2 ,

𝛽−−
1,𝑛 =

𝑞−1 (𝑖𝜉−𝑛 , 1)𝜏−−(𝑖𝜉−𝑛 , 1)

𝜉−𝑛 ℎ
−
𝑛

, 𝑅±
𝑗,𝑘 =

2∑︁
𝑛=1

𝑅*,+
𝑗,𝑘,𝑛, 𝛽

±±
𝑗 =

3∑︁
𝑛=1

𝛽±±
𝑗,𝑛 ,

𝛽±∓
𝑗 =

3∑︁
𝑛=1

𝛽±∓
𝑗,𝑛 ,A

−1
0 = {𝑎*𝑘𝑗}𝑘,𝑗=1,4

,A0 = {𝑎𝑘,𝑗}𝑘,𝑗=1,4 = N+ + N̄−,

N± = {𝑅±
𝑗,𝑘}𝑘,𝑗=1,4

, 𝛼+
𝑗,𝑚 =

4∑︁
𝑘=1

𝑎*𝑗𝑘�̄�
0,+
𝑘,𝑛 , 𝛼

−
𝑗,𝑚 =

4∑︁
𝑘=1

𝑎*𝑗𝑘𝑅
0,−
𝑘,𝑚,

𝜇+𝑗 =

4∑︁
𝑘=1

𝑎*𝑗𝑘𝛽
+
𝑘 , 𝜇

−
𝑗 =

4∑︁
𝑘=1

𝑎*𝑗𝑘𝛽
−
𝑘 , 𝛽

+
𝑗 = 𝛽++

𝑗 + 𝛽−+
𝑗 , 𝛽−𝑗 = 𝛽−−

𝑗 + 𝛽+−
𝑗
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𝛼++
𝑗,𝑛,𝑚 =

4∑︁
𝑘=1

𝑅*,+
𝑗,𝑘,𝑛𝛼

+
𝑘,𝑚, 𝛼

+−
𝑗,𝑛,𝑚 =

4∑︁
𝑘=1

𝑅*,+
𝑗,𝑘,𝑛𝛼

+
𝑘,𝑚, 𝜇

++
𝑗 =

4∑︁
𝑘=1

𝑅*,+
𝑗,𝑘,𝑛𝜇

+
𝑗 ,

𝜇+−
𝑗,𝑛 =

4∑︁
𝑘=1

𝑅*,+
𝑗,𝑘,𝑛𝜇

−
𝑗 , 𝑛 = 1, 2, 𝜇+−

𝑗,𝑛 = 0, 𝑛 = 3, 𝛼−−
𝑗,𝑛,𝑚 =

4∑︁
𝑘=1

𝑅*,−−
𝑗,𝑘,𝑛 𝛼

+
𝑘,𝑚,

𝛼−+
𝑗,𝑛,𝑚 =

4∑︁
𝑘=1

𝑅*,−
𝑗,𝑘,𝑛𝛼

+
𝑘,𝑚, 𝜇

−−
𝑗,𝑛 =

4∑︁
𝑘=1

𝑅*,−
𝑗,𝑘,𝑛𝜇

−
𝑗 , 𝜇

−+
𝑗,𝑛 =

4∑︁
𝑘=1

𝑅*,−
𝑗,𝑘,𝑛𝜇

+
𝑗 , 𝑛 = 1, 2,

𝜇−−
𝑗,𝑛 = 𝜇−+

𝑗,𝑛 = 0, 𝑛 = 3, �̃�±±
𝑗,𝑛 = 𝛽±±

𝑗,𝑛 − 𝜇±±
𝑗,𝑛 , �̃�

±∓
𝑗,𝑛 = 𝛽±∓

𝑗,𝑛 − 𝜇±∓
𝑗,𝑛 ,

⌢

𝑅
0,+

𝑗,𝑛 = 𝜃(𝑧 − 𝑧0)𝑅
0,+
𝑗,𝑛 + 𝜃(𝑧0 − 𝑧)�̄�0,+

𝑗,𝑛 ,
⌣

𝑅
0,−
𝑗,𝑛 = 𝜃(𝑧 − 𝑧0)𝑅

0,−
𝑗,𝑛 + 𝜃(𝑧0 − 𝑧)�̄�0,−

𝑗,𝑛

𝜔𝑗,𝑛 = −𝜃(𝑧, 𝑧0)�̃�++
1,𝑛 + 𝜃(𝑧,−𝑧0)�̃�+−

1,𝑛 + 𝜃(−𝑧, 𝑧0)�̃�−+
1,𝑛 − 𝜃(−𝑧,−𝑧0)�̃�−−

1,𝑛

𝛼𝑗,𝑛,𝑚 = 𝜃(𝑧, 𝑧0)𝛼
++
𝑗,𝑚,𝑛 − 𝜃(𝑧,−𝑧0)𝛼+−

𝑗,𝑚,𝑛 + 𝜃(−𝑧,−𝑧0)𝛼−−
𝑗,𝑚,𝑛 − 𝜃(−𝑧, 𝑧0)𝛼−+

𝑗,𝑚,𝑛

⌢

𝜉𝑛 = 𝜃(𝑧, 𝑧0)𝜉
+
𝑛 − 𝜃(𝑧,−𝑧0)𝜉+𝑛 + 𝜃(−𝑧,−𝑧0)𝜉−𝑛 − 𝜃(−𝑧, 𝑧0)𝜉−𝑛 ;

⌢

𝜉 0 = 𝜃(𝑧, 𝑧0)𝜉
+
0 − 𝜃(𝑧,−𝑧0)𝜉+0 + 𝜃(−𝑧,−𝑧0)𝜉−0 − 𝜃(−𝑧, 𝑧0)𝜉−0 ;

⌣

𝜉𝑚 = 𝜃(𝑧, 𝑧0)𝜉
+
𝑚 − 𝜃(𝑧,−𝑧0)𝜉−𝑚 + 𝜃(−𝑧,−𝑧0)𝜉−𝑚 − 𝜃(−𝑧, 𝑧0)𝜉+𝑚;

𝜉𝑛 = 𝜃(𝑧)𝜃(𝑧0)𝜉
+
𝑛 + 𝜃(−𝑧)𝜃(−𝑧0)𝜉−𝑛 , 𝑅0

𝑗,𝑛 = 𝜃(𝑧, 𝑧0)
⌢

𝑅
0,+

1,𝑛 + 𝜃(−𝑧,−𝑧0)
⌣

𝑅
0,−
1,𝑛 ,

4. Stress and displacement fields in the plane of connection of
half-spaces. Putting 𝑧 = 0 in the fundamental solutions, we obtain the
distribution of normal and tangential stresses and displacements in the plane
of connection of half-spaces in the presence of heat sources.

𝜎3(𝑥, 𝑦) = −
3∑︀

𝑛=1

𝑅0
1,𝑛√

𝑟20+(𝜉𝑛𝑧0)
2

+ 𝜔1√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 0𝑧0)

2
+

3∑︀
𝑛=1

𝛼1,𝑛√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 𝑛𝑧0)

2
,

𝜎4(𝑥, 𝑦) = (𝑦 − 𝑦0){
3∑︀

𝑛=1

𝑅0
2,𝑛(𝑟

2
0+(𝜉𝑛𝑧0)

2)
−1/2

(𝜉𝑛|𝑧0|+
√
𝑟20+(𝜉𝑛𝑧0)

2)
− 𝜔2(𝑟20+(

⌣
𝜉 0𝑧0)

2

)
−1/2

(
⌣
𝜉 0|𝑧0|+

√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 0𝑧0)

2

)

−

−
3∑︀

𝑛=1

𝛼2,𝑛(𝑟20+(
⌣
𝜉 𝑛𝑧0)

2

)
−1/2

(
⌣
𝜉 𝑛|𝑧0|+

√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 𝑛𝑧0)

2

)

},
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𝜎5(𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑥0){
3∑︀

𝑛=1

𝑅0
2,𝑛(𝑟

2
0+(𝜉𝑛𝑧0)

2)
−1/2

(𝜉𝑛|𝑧0|+
√
𝑟20+(𝜉𝑛𝑧0)

2)
− 𝜔2(𝑟20+(

⌣
𝜉 0𝑧0)

2

)
−1/2

(
⌣
𝜉 0|𝑧0|+

√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 0𝑧0)

2

)

−

−
3∑︀

𝑛=1

𝛼2,𝑛(𝑟20+(
⌣
𝜉 𝑛𝑧0)

2

)
−1/2

(
⌣
𝜉 𝑛|𝑧0|+

√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 𝑛𝑧0)

2

)

},

𝑢1(𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑥0){
3∑︀

𝑛=1

𝑅0
3,𝑛

(𝜉𝑛|𝑧0|+
√
𝑟20+(𝜉𝑛𝑧0)

2)
− 𝜔3

(
⌣
𝜉 0|𝑧0|+

√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 0𝑧0)

2

)

−

−
3∑︀

𝑛=1

𝛼3,𝑛

(
⌣
𝜉 𝑛|𝑧0|+

√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 𝑛𝑧0)

2

)

},

𝑢2(𝑥, 𝑦) = (𝑦 − 𝑦0){
3∑︀

𝑛=1

𝑅0
3,𝑛

(𝜉𝑛|𝑧0|+
√
𝑟20+(𝜉𝑛𝑧0)

2)
− 𝜔3

(
⌣
𝜉 0|𝑧0|+

√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 0𝑧0)

2

)

−

−
3∑︀

𝑛=1

𝛼3,𝑛

(
⌣
𝜉 𝑛|𝑧0|+

√︂
𝑟20+(

⌣
𝜉 𝑛𝑧0)

2

)

},

𝑢3(𝑥, 𝑦) = −
3∑︀

𝑛=1
𝑅0

4,𝑛(ln 𝑐
2 + ln(|𝑧0| 𝜉+𝑛 +

√︁
𝑟20 + (𝜉𝑛𝑧0)

2)))+

+𝜔4(ln
𝑐
2 + ln((

⌣

𝜉 0 |𝑧0|) +

√︁
𝑟20 + (

⌣

𝜉 0𝑧0)
2
))+

+
3∑︀

𝑛=1
𝛼4,𝑛(ln 𝑐

2 + ln((
⌣

𝜉𝑛 |𝑧0|) +

√︁
𝑟20 + (

⌣

𝜉𝑛𝑧0)
2
)).

5. Discussion and numerical results. Numerical investigations of
the temperature distribution were carried out depending on the thermophysi-
cal properties of materials. Figures 1-4 show the temperature distribution in
the 𝑍0𝑌 plane depending on for some combinations of transversely isotropic
materials. In particular, for zinc 𝑍𝑛 : (𝜆+1 = 115, 𝜆+3 = 117, /0) - ma-
terial m1; Cadmium Cd : (𝜆−1 = 93, 𝜆−3 = 94, /0) - material m2; alu-
minum oxide Al2𝑂3 : (𝜆+1 = 25𝜆+3 = 30/0) - m3 material; magnesium
Mg:(𝜆−1 = 156, 𝜆−3 = 157, /0) - material m4, and in the presence of two heat
sources of the same power 𝑄 = 105

3. Conclusion

The problem of constructing fundamental solutions to the thermoelasticity
problem for a piecewise-homogeneous transversely isotropic space is reduced
to the matrix Riemann problem in the space of generalized slow growth func-
tions.As a result of the solution of which, were obtained expressions in explicit
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Fig.1 m1-m2 Fig.2 m2-m4

Fig.3 m2-m3 Fig.4 m1-m3

form for the components of the vector of the fundamental solution of the heat
conduction problem, as well as simple representations for the components of
the stress tensor and the displacement vector in plane of connection of trans-
versely isotropic elastic half-spaces containing concentrated stationary heat
sources. The temperature distribution is investigated depending on the ther-
mophysical characteristics of the half-space materials.

Кривий О. Ф., Морoзов Ю. О.
Фундаментальнi розв’язки задачi термопружностi для кусково-однорiдного
трансверсально-iзотропного пружного простору

Резюме
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Проблема побудови фундаментальних розв’язкiв задачi термопружностi для кусково-
однорiдного трансверсально-iзотропного простору зведена до матричної задачi Рiмана
в просторi узагальнених функцiй повiльного зростання. В результатi розв’язування якої
отримано в явному виглядi вирази для компонент вектора фундаментального розв’язку
задачi теплопровiдностi, а також простi подання для компонент тензора напружень i
вектора перемiщень у площинi з’єднання трансверсально-iзотропних пружних пiвпро-
сторiв, якi мiстять зосередженi стацiонарнi джерелi тепла. Дослiджено розподiл темпе-
ратури в залежностi вiд теплофiзичних характеристик матерiалiв пiвпросторiв.
Ключовi слова: фундаментальнi розв’язки, матрична задача Рiмана, трансверсально-
iзотропний неоднорiдний простiр, узагальненi функцiї.

Кривой A. Ф., Морозов Ю. A.
Фундаментальные решения задач термоупругости для кусочно-однородной
трансверсально-изотропной упругого пространства

Резюме

Проблема построения фундаментальных решений задачи термоупругости для кусочно-
однородной трансверсально-изотропного пространства сведена к матричной задачи
Римана в пространстве обобщенных функций медленного роста. В результате решения
которой получено в явном виде выражения для компонент вектора фундаментального
решении задачи теплопроводности, а также простые представления для компонент
тензора напряжений и вектора перемещений в плоскости соединения трансверсально-
изотропных упругих полупространств, содержащих сосредоточенные стационарные
источнике тепла. Исследовано распределение температуры в зависимости от теплофи-
зических характеристик материалов полупространств.
Ключевые слова: фундаментальные решения, матричная задача Римана, трансверсально-
изотропное неоднородное пространство, обобщенные функции.
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1. Introduction

In the theory of linear systems of differential equations is well known prob-
lem of the construction for the linear homogeneous system of the differential
equations

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥, (1)

where 𝑥 = colon(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝐴(𝑡) = (𝑎𝑗𝑘(𝑡))𝑗,𝑘=1,𝑛, Lyapunov’s transformation

𝑥 = 𝐿(𝑡)𝑦,

which leads the system (1) to the triangular kind

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑇 (𝑡)𝑦,

where 𝑇 (𝑡) = (𝑏𝑗𝑘(𝑡))𝑗,𝑘=1,𝑛, 𝑏𝑗𝑘(𝑡) ≡ 0 (𝑗 < 𝑘) [1–4].
In this paper, we assume, that the system (1) already reduced to a kind,

close to triangular:
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝑇 (𝑡) + 𝜇𝑃 (𝑡))𝑥, (2)

Received 29.06.2020 © Shchogolev S. 2020
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where 𝜇 – small parameter, and the matrix 𝑃 (𝑡) has a some special kind. And
we study the problen on bringing the system (2) to a purely triangular form

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐷(𝑡)𝑦,

where 𝐷(𝑡) = (𝑑𝑗𝑘(𝑡))𝑗,𝑘=1,𝑛, 𝑑𝑗𝑘 ≡ 0 (𝑗 < 𝑘).
This paper continues the research, begun in the paper [5]. The basic no-

tation and definitions of the paper [5] are retained. As in the paper [5], we
will study this problem for a third-order system (𝑛 = 3) so as not to clutter
up the presentation with secondary technical difficulties associated with the
dimension of the system. All fundamental difficulties take place in this case
too.

Statement of the Problem. We consider the next system of differential
equations:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝐵(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑥, (3)

where 𝑥 = colon(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

𝐵(𝑡, 𝜀) =

⎛⎜⎝ 𝑏11(𝑡, 𝜀) 0 0

𝑏21(𝑡, 𝜀) 𝑏22(𝑡, 𝜀) 0

𝑏31(𝑡, 𝜀) 𝑏32(𝑡, 𝜀) 𝑏33(𝑡, 𝜀)

⎞⎟⎠ ,

𝑏𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0) (𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3), 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃) = (𝑝𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑗,𝑘=1,2,3, 𝑝𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝜇 ∈ (0, 𝜇0) ⊂ R+.

We assume that

𝑏𝑗𝑗(𝑡, 𝜀) − 𝑏𝑘𝑘(𝑡, 𝜀) = 𝑖𝑚𝑗𝑘𝜙(𝑡, 𝜀), (4)

𝑚𝑗𝑘 ∈ Z, 𝑚𝑗𝑗 ≡ 0, 𝑚𝑗𝑘 = −𝑚𝑘𝑗 (𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3), 𝜙(𝑡, 𝜀) – the function that
appears in the definition of the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).

We study the problem of the existence of a transformation of kind

𝑥 = (𝐸 + 𝜇Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑦, (5)

𝑦 = colon(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3), 𝐸 – unit matrix of third order, Ψ – matrix of third order
with elements from 𝐹 (𝑙; 𝜀1; 𝜃) (0 < 𝑙 ≤ 𝑚, 0 < 𝜀1 < 𝜀0), which leads at
sufficiently small 𝜇 the system (3) to the kind:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑦, (6)
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where 𝐾 = (𝑘𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑗,𝑘=1,2,3, 𝑘𝑗𝑘 ≡ 0 (𝑗 < 𝑘), 𝑘𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑙; 𝜀1; 𝜃).
That is, the same problem is considered as in work [5], but, taking into

account conditions (4), in the resonance case, in contrast to [5].

2. Auxiliary results

Lemma. Let we have the system

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

(︃
𝐴(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑣, (7)

𝑣 = colon(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3), 𝑞 ∈ N,

𝐴(𝑡, 𝜀) =

⎛⎜⎝ 𝑖𝑚12𝜙(𝑡, 𝜀) −𝑐32(𝑡, 𝜀) 0

0 𝑖𝑚13𝜙(𝑡, 𝜀) 0

0 𝑐21(𝑡, 𝜀) 𝑖𝑚23𝜙(𝑡, 𝜀)

⎞⎟⎠ (8)

𝑚𝑗𝑘 ∈ N, 𝑐𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), and 𝜙(𝑡, 𝜀) – the function in the definition of
class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), the elements of matrices 𝑄𝑙 (𝑙 = 1, 𝑞) belongs to the class
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Then there exists 𝜇1 ∈ (0, 𝜇0), such that for all 𝜇 ∈ (0, 𝜇1) there exists the
Lyapunov’s transformation of kind

𝑣 =

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

Ψ𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑤, (9)

where elemens of matrices Ψ𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞) belongs to the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),
which leads the system (7) to kind:

𝑑𝑤

𝑑𝑡
=

(︃
𝐴(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙 + 𝜀

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙 + 𝜇𝑞+1𝑊 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︃
𝑤,

(10)

where 𝑈𝑙(𝑡, 𝜀) – the matrices with elements from 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑉𝑙,𝑊 – the matrices
with elements from 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Proof. We substitute the expression (8) into system (7), and require that
the transformed system has the kind (9). We obtain the next chain of matrix
differential equations for detemining matrices Ψ1, ...,Ψ𝑞:

𝑑Ψ1

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝜀)Ψ1 − Ψ1𝐴(𝑡, 𝜀) +𝑄1(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑈1(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃), (11)
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𝑑Ψ𝑙

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝜀)Ψ𝑙 − Ψ𝑙𝐴(𝑡, 𝜀) +𝑄𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) −

𝑙−1∑︁
𝜈=1

𝑄𝜈Ψ𝑙−𝜈−

−
𝑙−1∑︁
𝜈=1

Ψ𝜈𝑈𝑙−𝜈(𝑡, 𝜀)− 𝜀
𝑙−1∑︁
𝜈=1

Ψ𝜈𝑉𝑙−𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)−𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑉𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑙 = 2, 𝑞. (12)

where Ψ𝑙 = (𝜓𝑙𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,2,3, 𝑄𝑙 = (𝑞𝑙𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,2,3, 𝑈𝑙 = (𝑢𝑙𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,2,3, 𝑉𝑙 =

(𝑣𝑙𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,2,3 (𝑙 = 1, 𝑞).

Then the matrix 𝑊 at sufficiently small values 𝜇 is determined from the
equation:

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

Ψ𝑙𝜇
𝑙

)︃
𝑊 =

𝑞−1∑︁
𝑠=0

⎡⎣ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

(𝑄𝜎Ψ𝛿 − Ψ𝜎𝑈𝛿

⎤⎦𝜇𝑠−

−
𝑞−1∑︁
𝑠=0

⎛⎝ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

Ψ𝜎𝑉𝛿

⎞⎠𝜇𝑠. (13)
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We consider the equation (11). In the component it looks like this:

𝑑𝜓1
11
𝑑𝑡 = −𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓1

21 + 𝑞111(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢111(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣111(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑𝜓1
12
𝑑𝑡 = 𝑖(𝑚12 −𝑚13)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓1

12 − 𝑐32(𝑡, 𝜀)(𝜓
1
22 − 𝜓1

11) − 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓
1
13+

+𝑞112(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢112(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣112(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑𝜓1
13
𝑑𝑡 = 𝑖(𝑚12 −𝑚23)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓1

13 − 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
23+

+𝑞113(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢113(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣113(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑𝜓1
21
𝑑𝑡 = 𝑖(𝑚13 −𝑚12)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓1

21 + 𝑞121(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢121(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣121(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑𝜓1
22
𝑑𝑡 = 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓

1
21 − 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓

1
32 + 𝑞122(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢111(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣122(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑𝜓1
23
𝑑𝑡 = 𝑖(𝑚13 −𝑚23)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓1

23 + 𝑞123(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢123(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣123(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑𝜓1
31
𝑑𝑡 = 𝑖(𝑚23 −𝑚12)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓1

31 + 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓
1
21+

+𝑞131(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢131(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣131(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑𝜓1
32
𝑑𝑡 = 𝑖(𝑚23 −𝑚13)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓1

32 + 𝑐21(𝑡, 𝜀)(𝜓
1
21 − 𝜓1

33) + 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
31+

+𝑞132(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢132(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣132(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑𝜓1
33
𝑑𝑡 = 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓

1
23 + 𝑞133(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑢133(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑣133(𝑡, 𝜀, 𝜃).

(14)

Define 𝜓1
𝑗𝑘, 𝑢

1
𝑗𝑘, 𝑣

1
𝑗𝑘 by the following expression:

𝜓1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚13−𝑚12)

Γ𝑛[𝑞121(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑚13 −𝑚12 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢121(𝑡, 𝜀) = Γ𝑚13−𝑚12 [𝑞121(𝑡/𝜀, 𝜃)],
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𝑣121(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚13−𝑚12)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞121(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑚13 −𝑚12 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝜓1
11(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛[𝑞111(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢111(𝑡, 𝜀) = Γ0[𝑞
1
11(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓

1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑣111(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞111(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓

1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝜓1
31(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚23−𝑚12)

Γ𝑛[𝑞131(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓
1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑚23 −𝑚12 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢131(𝑡, 𝜀) = Γ𝑚23−𝑚12 [𝑞111(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑣131(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚23−𝑚12)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞131(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓

1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑚23 −𝑚12 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝜓1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚13−𝑚23)

Γ𝑛[𝑞123(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑚13 −𝑚23 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢123(𝑡, 𝜀) = Γ𝑚13−𝑚23 [𝑞123(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑣123(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚13−𝑚23)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞123(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑚13 −𝑚23 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝜓1
33(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛[𝑞133(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓
1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢133(𝑡, 𝜀) = Γ0[𝑞
1
33(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓

1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑣133(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞133(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓

1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝜓1
22(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛[𝑞122(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓

1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢122(𝑡, 𝜀) = Γ0[𝑞
1
22(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓

1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓

1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)],
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𝑣122(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞122(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓

1
21(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓

1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝜓1
32(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚23−𝑚13)

Γ𝑛[𝑞132(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐21(𝑡, 𝜀)(𝜓
1
22 − 𝜓1

33) + 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
31]

𝑖(𝑚23 −𝑚13 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢132(𝑡, 𝜀) = Γ𝑚23−𝑚13 [𝑞132(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐21(𝑡, 𝜀)(𝜓
1
22 − 𝜓1

33) + 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
31],

𝑣132(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚23−𝑚13)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞132(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑐21(𝑡, 𝜀)(𝜓

1
22 − 𝜓1

33) + 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
31]

𝑖(𝑚23 −𝑚13 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝜓1
13(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚12−𝑚23)

Γ𝑛[𝑞113(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑚12 −𝑚23 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢113(𝑡, 𝜀) = Γ𝑚12−𝑚23 [𝑞113(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓
1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑣113(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚12−𝑚23)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞113(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)𝜓

1
23(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑚12 −𝑚23 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝜓1
12(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚12−𝑚13)

Γ𝑛[𝑞112(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)(𝜓
1
22 − 𝜓1

11) − 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓
1
13]

𝑖(𝑚12 −𝑚13 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀),

𝑢112(𝑡, 𝜀) = Γ𝑚12−𝑚13 [𝑞112(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)(𝜓
1
22 − 𝜓1

11) − 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓
1
13],

𝑣112(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑛 ̸=𝑚12−𝑚13)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑞112(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑐32(𝑡, 𝜀)(𝜓

1
22 − 𝜓1

11) − 𝑐21(𝑡, 𝜀)𝜓
1
13]

𝑖(𝑚12 −𝑚13 − 𝑛)𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
𝑒𝑖𝑛𝜃(𝑡,𝜀).

All the elements of matrix 𝑈1 belongs to the class 𝑆(𝑚; 𝜀0). All the elements
of matrix Ψ1 belongs to the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). All the elements of matrix 𝑉1

belongs to the class 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).
All the equations (12) are considered similarly to equations (11), and so

the matrices Ψ𝑙, 𝑈𝑙, 𝑉𝑙 (𝑙 = 1, 𝑞) are determined. And also all the elements
of matrix Ψ𝑙 belongs to the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), all the elements of matrix 𝑈𝑙

belongs to the class 𝑆(𝑚; 𝜀0), all the elements of matrix 𝑉𝑙 belongs to the class
𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞). Matrix 𝑊 are determined from the equations (13).

Lemma are proved.
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3. Problem solving method and basic results.

We seek the transformation of the kind:

𝑥 = (𝐸 + 𝜇Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))𝑦, (15)

𝑦 = colon(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3), 𝐸 – unit matrix of third order,

Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) =

⎛⎜⎝ 0 𝜓12(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) 𝜓13(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

0 0 𝜓23(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

0 0 0

⎞⎟⎠ ,

𝜓𝑗𝑘 ∈ 𝐹 (𝑚1; 𝜀1; 𝜃) (0 ≤ 𝑚1 ≤ 𝑚; 0 ≤ 𝜀1 < 𝜀0), which leads the system (3) to
the kind:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (𝐵(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝐷(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) 𝑦, (16)

where

𝐷(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) =

⎛⎜⎝ 𝑑11(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) 0 0

𝑑21(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) 𝑑22(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) 0

𝑑31(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) 𝑑32(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) 𝑑33(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

⎞⎟⎠ .

We substitute the expression (15) into system (3), and require that the
transformed system has the kind (16). We obtain the next system of the
differential equations for detemining 𝜓12, 𝜓13, 𝜓23:

𝑑𝜓12

𝑑𝑡 = 𝐾12(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜓12, 𝜓13, 𝜓23, 𝜇),

𝑑𝜓13

𝑑𝑡 = 𝐾13(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜓12, 𝜓13, 𝜓23, 𝜇),

𝑑𝜓23

𝑑𝑡 = 𝐾23(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜓12, 𝜓13, 𝜓23, 𝜇),

(17)

where

𝐾12 = (𝑚11 −𝑚22)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓12 − 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜓13 + 𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃)+

+𝜇𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜓
2
12 + 𝜇𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜓12𝜓23−

−𝜇2𝑝21(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓2
12 + 𝜇2𝑏31(𝑡, 𝜀)𝜓

2
12𝜓23 + 𝜇2𝑝32(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓12𝜓23+

+𝜇2𝑏31(𝑡, 𝜀)𝜓12𝜓13+𝜇
2𝑝32(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓13+𝜇

3𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓
2
12𝜓23+𝜇

3𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓12𝜓13,
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𝐾13 = (𝑚11 −𝑚33)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓13 + 𝑝13(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇(𝑝11(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑝33(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝜓13+

+𝜇𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓23 − 𝜇𝑏13(𝑡, 𝜀)𝜓
2
13 − 𝜇𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜓13𝜓23−

−𝜇2𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓2
13 − 𝜇2𝑝32(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓13𝜓23,

𝐾23 = (𝑚22 −𝑚33)𝜙(𝑡, 𝜀)𝜓23 + 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜓13 + 𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇𝑝21(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓12+

+𝜇(𝑝22(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑝33(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝜓23 − 𝜇𝑏31(𝑡, 𝜀)𝜓13𝜓23−

−𝜇𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜓2
23 − 𝜇2𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓13𝜓23 − 𝜇2𝑝32(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓

2
23.

In this case 𝑑𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) (𝑗 ≥ 𝑘) has a kind:

𝑑31(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝑑32(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) = 𝑝32(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏31(𝑡, 𝜀)𝜓12 + 𝜇𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓12,

𝑑33(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) = 𝑝33(𝑡, 𝜀, 𝜃)+𝑏31(𝑡, 𝜀)𝜓13+𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜓23+𝜇(𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓13+𝑝32(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓23),

𝑑21(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) = 𝑝21(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏31(𝑡, 𝜀)𝜓13 − 𝜇𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓23,

𝑑22(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) = 𝑝22(𝑡, 𝜀, 𝜃)−𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜓12−𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜓23+𝜇𝑝21(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓12−𝜇𝑑32(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝜓23,

𝑑11(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) = 𝑝11(𝑡, 𝜀, 𝜃)−𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜓12−𝑏31(𝑡, 𝜀)𝜓13−𝜇(𝑑21(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝜓12+𝑝31(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜓13).

(18)

Together with the system (17) we consider the auxiliary system:

𝜙(𝑡, 𝜀)𝑑𝜉12𝑑𝜃 = 𝐾12(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉12, 𝜉13, 𝜉23, 𝜇),

𝜙(𝑡, 𝜀)𝑑𝜉13𝑑𝜃 = 𝐾13(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉12, 𝜉13, 𝜉23, 𝜇),

𝜙(𝑡, 𝜀)𝑑𝜉23𝑑𝜃 = 𝐾23(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉12, 𝜉13, 𝜉23, 𝜇),

(19)

where 𝜙(𝑡, 𝜀) – function in the definition of the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), and 𝑡, 𝜀 are
considered as constant. Using the method of the small parameter of Poincarais
[6], we construct the partial sums of the series in degrees of the small parameter
representing the 2𝜋-periodic with respect to 𝜃 solution of the system (19):

𝜉*𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) = 𝜉0𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇𝜉1𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) + . . .+ 𝜇2𝑞−1𝜉2𝑞−1
𝑗𝑘 (𝑡, 𝜀, 𝜃), (20)
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where 𝜉𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑠 = 0, 2𝑞 − 1) – 2𝜋-periodic with respect to 𝜃 functions.
Regarding these functions, we obtain the chain of the system of the differential
equations:

𝑑𝜉012
𝑑𝜃 = 𝑖𝑚12𝜉

0
12 −

𝑏32(𝑡,𝜀)
𝜙(𝑡,𝜀) 𝜉013 + 𝑝12(𝑡,𝜀,𝜃)

𝜙(𝑡,𝜀) ,

𝑑𝜉013
𝑑𝜃 = 𝑖𝑚13𝜉

0
13 + 𝑝13(𝑡,𝜀,𝜃)

𝜙(𝑡,𝜀) ,

𝑑𝜉023
𝑑𝜃 = 𝑖𝑚23𝜉

0
23 + 𝑏21(𝑡,𝜀)

𝜙(𝑡,𝜀) 𝜉013 + 𝑝23(𝑡,𝜀,𝜃)
𝜙(𝑡,𝜀) ,

(21)

𝑑𝜉112
𝑑𝜃

= 𝑖𝑚12𝜉
1
12 −

𝑏32(𝑡, 𝜀)

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜉113 +

1

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝐹12(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉

0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23),

𝑑𝜉113
𝑑𝜃

= 𝑖𝑚13𝜉
1
13 +

1

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝐹13(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉

0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23), (22)

𝑑𝜉123
𝑑𝜃

= 𝑖𝑚23𝜉
1
23 +

𝑏21(𝑡, 𝜀)

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝜉113 +

1

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝐹23(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉

0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23),

where
𝐹12(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉

0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23) = 𝑏21(𝑡, 𝜀)(𝜉

0
12)

2 + 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜉
0
12𝜉

0
23,

𝐹13(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉
0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23) =

= (𝑝11(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑝33(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝜉
0
13 + 𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜉

0
23 − 𝑏31(𝑡, 𝜀)(𝜉

0
13)

2 − 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜉
0
13𝜉

0
23,

𝐹23(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉
0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23) =

= (𝑝22(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑝33(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝜉
0
23 + 𝑝21(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜉

0
12 − 𝑏32(𝑡, 𝜀)(𝜉

0
23)

2 − 𝑏31(𝑡, 𝜀)𝜉
0
13𝜉

0
23,

𝑑𝜉𝑠12
𝑑𝜃 = 𝑖𝑚12𝜉

𝑠
12 −

𝑏32(𝑡,𝜀)
𝜙(𝑡,𝜀) 𝜉𝑠13+

+ 1
𝜙(𝑡,𝜀) 𝑃

𝑠
12(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉

0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23, . . . , 𝜉

𝑠−1
12 , 𝜉𝑠−1

13 , 𝜉𝑠−1
23 ),

𝑑𝜉𝑠13
𝑑𝜃 = 𝑖𝑚13𝜉

0
13+

+ 1
𝜙(𝑡,𝜀) 𝑄

𝑠
13(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉

0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23, . . . , 𝜉

𝑠−1
12 , 𝜉𝑠−1

13 , 𝜉𝑠−1
23 ),

𝑑𝜉𝑠23
𝑑𝜃 = 𝑖𝑚23𝜉

𝑠
23 + 𝑏21(𝑡,𝜀)

𝜙(𝑡,𝜀) 𝜉𝑠13+

+ 1
𝜙(𝑡,𝜀) 𝑅

𝑠
23(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉

0
12, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23, . . . , 𝜉

𝑠−1
12 , 𝜉𝑠−1

13 , 𝜉𝑠−1
23 ), 𝑠 = 2, 3, . . . , 2𝑞 − 1.

(23)
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𝑃 𝑠12, 𝑄
𝑠
13, 𝑅

𝑠
23 – polynomials from 𝜉012, . . . , 𝜉

𝑠−1
23 with coefficients from the class

𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).
Theorem. Let the system (17) such that:
1) there exists the such functions 𝜉*𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), Φ𝑗𝑘𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) (𝑗, 𝑘 =

1, 2, 3; 𝑗 < 𝑘; 𝑙 = 1, 2, 3) belongs to the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), that the transforma-
tion

𝜓𝑗𝑘 = 𝜉*𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + Φ𝑗𝑘1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝜎12 + Φ𝑗𝑘2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝜎13 + Φ𝑗𝑘3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝜎23

(24)

𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3; 𝑗 < 𝑘,

leads the system (17) to a kind:

𝑑𝜎

𝑑𝑡
=

(︃
𝐴1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
𝜎 + 𝜀𝑔(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑞𝑐(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜀

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝜎 + 𝜇𝑞+1𝐿(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇𝐻(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜎, 𝜇), (25)

where 𝜎 = colon(𝜎12, 𝜎13, 𝜎23),

𝐴1(𝑡, 𝜀) =

⎛⎜⎝ 𝑖𝑚12𝜙(𝑡, 𝜀) −𝑏32𝑡, 𝜀) 0

0 𝑖𝑚13𝜙(𝑡, 𝜀) 0

0 𝑏21(𝑡, 𝜀) 𝑖𝑚23𝜙(𝑡, 𝜀)

⎞⎟⎠ ,

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀) (𝑙 = 1, 𝑞) – matrices with elements from 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑔 = colon(𝑔1, 𝑔2, 𝑔3),
𝑔𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃) (𝑗 = 1, 2, 3), 𝑐 = colon(𝑐1, 𝑐2, 𝑐3), 𝑐𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑉𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞) – matrices with elements from 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃),
𝐿(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) – matrix with elements from 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), the components of vector-
function 𝐻 – polynomials in respect to 𝜎12, 𝜎13, 𝜎23, containing terms not lower
than second order with respect theese variables, with coefficients, belongs to the
class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃);

2)the eigenvalues 𝜆𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇) (𝑗 = 1, 2, 3) of the matrix

𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) = 𝐴1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

such that
inf
𝐺(𝜀0)

|Re𝜆𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃)| ≥ 𝛾0𝜇
𝑞0 (𝛾0 ≥ 0, 0 < 𝑞0 ≤ 𝑞);
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3) for the matrix 𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) there exists the matrix 𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝜇) such that
a) inf

𝐺(𝜀0)
|det𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝜇)| > 0,

b) 𝑌 −1𝑈𝑌 = Λ(𝑡, 𝜀, 𝜇) – diagonal matrix.
Then there exists 𝜇1 ∈ (0, 𝜇0), 𝜀1(𝜇) ∈ (0, 𝜇0) such that for all 𝜇 ∈ (0, 𝜇1)

and for all 𝜀 ∈ (0, 𝜀1(𝜇)) there exists the transformation of the kind (15), whose
coefficients 𝜓𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) (𝑗 < 𝑘) belongs to the class 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀2(𝜇); 𝜃), which
leads the system (3) to a triangular kind (16), where 𝑑𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) (𝑗 ≥ 𝑘) are
determines by the formulas (18).

Proof is complete analogous to the proof of the Theorem 3 from [5].
Now for different relationships between 𝑚𝑗𝑘 we get for the system (17)

more specific conditions of existence of the transformation (24). We will check
only condition 1) of the theorem, assuming conditions 2) and 3) to be satisfied.

Case 1. 𝑚12 ̸= 𝑚13, 𝑚13 ̸= 𝑚23, 𝑚12 ̸= 𝑚23.
Consider a generating system (21). Under the conditions

2𝜋∫︀
0

𝑝13(𝑡, 𝜀, 𝜃) 𝑒
−𝑖𝑚13𝜃𝑑𝜃 = 0,

2𝜋∫︀
0

(𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)) 𝑒
−𝑖𝑚12𝜃𝑑𝜃 = 0,

2𝜋∫︀
0

(𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)) 𝑒
−𝑖𝑚23𝜃𝑑𝜃 = 0,

(26)

where

𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚13)

Γ𝑛[𝑝13(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑛−𝑚13)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃, (27)

the system (21) has a family of the 2𝜋-periodic on 𝜃 solutions:

𝜉013(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃,

𝜉012(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝜒12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑎12(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃 +𝑀12(𝑡, 𝜀)𝑒

𝑖𝑚12𝜃,

𝜉023(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝜒23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑎23(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃 +𝑀23(𝑡, 𝜀)𝑒

𝑖𝑚23𝜃,

where

𝜒12(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(�̸�=𝑚12)

Γ𝑛[𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑛−𝑚12)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃,
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𝑎12(𝑡, 𝜀) =
𝑏32(𝑡, 𝜀)𝑀13(𝑡, 𝜀)

𝑖(𝑚13 −𝑚12)𝜙(𝑡, 𝜀)
,

𝜒23(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚23)

Γ𝑛[𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖(𝑛−𝑚23)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃,

𝑎23(𝑡, 𝜀) =
𝑏32(𝑡, 𝜀)𝑀13(𝑡, 𝜀)

𝑖(𝑚13 −𝑚23)𝜙(𝑡, 𝜀)
,

and 𝑀13(𝑡, 𝜀), 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀23(𝑡, 𝜀) – the function from the class 𝑆(𝑚; 𝜀0), which
defined from the next system of the equations:

𝑅
(1)
1 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀13,𝑀23) =

2𝜋∫︁
0

𝐹13

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
𝑒−𝑖𝑚13𝜃𝑑𝜃 = 0,

𝑅
(1)
2 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀13,𝑀23) =

2𝜋∫︁
0

(︀
𝐹12

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
− 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑒−𝑖𝑚12𝜃𝑑𝜃 = 0,

𝑅
(1)
3 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀13,𝑀23) =

2𝜋∫︁
0

(︀
𝐹23

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
+ 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑒−𝑖𝑚23𝜃𝑑𝜃 = 0.

(28)

We assume, that the system (28) has a solution 𝑀𝑗𝑘(𝑡, 𝜀), such that

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒det

𝜕
(︁
𝑅

(1)
1 , 𝑅

(1)
2 , 𝑅

(1)
3

)︁
𝜕(𝑀12,𝑀13,𝑀23)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0. (29)

Then, in accordance with the small parameter method, all systems (23) will
have a solution, belongs to the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Consequently, the functions
𝜉*𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) in (20) will also belongs to the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Thus, the functions 𝜉*𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) in the theorem are defined, and the sub-
stitution

𝜓𝑗𝑘 = 𝜉*𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜓1
𝑗𝑘 (𝑗 < 𝑘) (30)

leads the system (17) to the kind:

𝑑𝜓1

𝑑𝑡
=

(︃
𝐴1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐾𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝜓1 + 𝜀𝑔1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑞𝑐1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1𝐿1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝜓1 + 𝜇Ψ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜓1, 𝜇), (31)
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where 𝜓1 = colon(𝜓1
12, 𝜓

1
13, 𝜓

1
23), elements of the matrices 𝐾𝑙, 𝐿

1 (𝑙 = 1, 𝑞) and
the vector 𝑐1 belongs to the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), and the elements of vector 𝑔1

belongs to the class 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃). The components of the vector-function
Ψ1 are the polynomials in respect to elements of vector 𝜓1 with coefficients
from the class 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), and containing the terms not lover second order in
respect theese variables.

Based on the lemma, using the transformation of kind

𝜓1 =

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

Ψ𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑙

)︃
𝜎 (32)

we will lead the system (31) to the kind (25).
Case 2. 𝑚12 = 𝑚13, 𝑚13 ̸= 𝑚23.
In this case under the conditions

2𝜋∫︀
0

𝑝13(𝑡, 𝜀, 𝜃) 𝑒
−𝑖𝑚13𝜃𝑑𝜃 = 0,

2𝜋∫︀
0

(𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)) 𝑒
−𝑖𝑚23𝜃𝑑𝜃 = 0,

(33)

where 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) are defined by formula (27), the system (21) has a family of
the 2𝜋-periodic on 𝜃 solutions:

𝜉013(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃,

𝜉012(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚12)

Γ𝑛[𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)(𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃]

𝑖(𝑛−𝑚12)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃+,

+𝑀12(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚12𝜃,

𝜉023(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚23)

Γ𝑛[𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)(𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃]

𝑖(𝑛−𝑚23)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃+

+𝑀23(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚23𝜃,

where 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) are defined by formula (27),

𝑀13(𝑡, 𝜀) =
1

2𝜋𝑏32(𝑡, 𝜀)

2𝜋∫︁
0

(𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜒(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑒−𝑖𝑚12𝜃𝑑𝜃,
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and 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀23(𝑡, 𝜀) – functions of class 𝑆(𝑚; 𝜀0), which defined from the
next system of equations:

𝑅
(2)
1 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀23) =

2𝜋∫︀
0

𝐹13

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
𝑒−𝑖𝑚13𝜃𝑑𝜃 = 0,

𝑅
(2)
2 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀23) =

2𝜋∫︀
0

(︀
𝐹23

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
+ 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑒−𝑖𝑚23𝜃𝑑𝜃 = 0.

(34)

We assume, that the system (34) has a solution 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀23(𝑡, 𝜀) such
that

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒det

𝜕
(︁
𝑅

(2)
1 , 𝑅

(2)
2

)︁
𝜕(𝑀12,𝑀23)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0. (35)

Further reasonings are the same as in case 1.
Case 3. 𝑚23 = 𝑚13, 𝑚12 ̸= 𝑚23.
In this case under the conditions

2𝜋∫︀
0

𝑝13(𝑡, 𝜀, 𝜃) 𝑒
−𝑖𝑚13𝜃𝑑𝜃 = 0,

2𝜋∫︀
0

(𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)) 𝑒
−𝑖𝑚12𝜃𝑑𝜃 = 0,

(36)

where 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) are defined by formula (27), the system (21) has a family of
the 2𝜋-periodic on 𝜃 solutions:

𝜉013(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃,

𝜉012(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚12)

Γ𝑛[𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)(𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃]

𝑖(𝑛−𝑚12)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃+,

+𝑀12(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚12𝜃,

𝜉023(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚23)

Γ𝑛[𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)(𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃]

𝑖(𝑛−𝑚23)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃+

+𝑀23(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚23𝜃,
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where 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) are defined by formula (27),

𝑀13(𝑡, 𝜀) = − 1

2𝜋𝑏21(𝑡, 𝜀)

2𝜋∫︁
0

(𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑒−𝑖𝑚23𝜃𝑑𝜃,

and 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀23(𝑡, 𝜀) – functions of class 𝑆(𝑚; 𝜀0), which defined from the
next system of equations:

𝑅
(3)
1 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀23) =

2𝜋∫︀
0

𝐹13

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
𝑒−𝑖𝑚13𝜃𝑑𝜃 = 0,

𝑅
(3)
2 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀23) =

=
2𝜋∫︀
0

(︀
𝐹12

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
− 𝑏32(𝑡, 𝜀)

(︀
𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒

𝑖𝑚13𝜃
)︀)︀
𝑒−𝑖𝑚12𝜃𝑑𝜃 = 0.

(37)

We assume, that the system (37) has a solution 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀23(𝑡, 𝜀) such
that

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒det

𝜕
(︁
𝑅

(3)
1 , 𝑅

(3)
2

)︁
𝜕(𝑀12,𝑀23)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0. (38)

Further reasonings are the same as in case 1.
Case 4. 𝑚12 = 𝑚23, 𝑚12 ̸= 𝑚13.
In this case under the conditions

2𝜋∫︀
0

𝑝13(𝑡, 𝜀, 𝜃) 𝑒
−𝑖𝑚13𝜃𝑑𝜃 = 0,

2𝜋∫︀
0

(𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)) 𝑒
−𝑖𝑚12𝜃𝑑𝜃 = 0,

2𝜋∫︀
0

(𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)) 𝑒
−𝑖𝑚23𝜃𝑑𝜃 = 0,

(39)

where 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) are defined by formula (27), the system (21) has a family of
the 2𝜋-periodic on 𝜃 solutions:

𝜉013(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃,
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𝜉012(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚12)

Γ𝑛[𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)(𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃]

𝑖(𝑛−𝑚12)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃+,

+𝑀12(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚12𝜃,

𝜉023(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚23)

Γ𝑛[𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)(𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃]

𝑖(𝑛−𝑚23)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃+

+𝑀23(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚23𝜃,

where 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) are defined by formula (27), and 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀13(𝑡, 𝜀) 𝑀23(𝑡, 𝜀)

– functions of class 𝑆(𝑚; 𝜀0), which defined from the next system of equations:

𝑅
(4)
1 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀13,𝑀23) =

2𝜋∫︀
0

𝐹13

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
𝑒−𝑖𝑚13𝜃𝑑𝜃 = 0,

𝑅
(4)
2 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀13,𝑀23) =

=
2𝜋∫︀
0

(︀
𝐹12

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
− 𝑏32(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑒−𝑖𝑚12𝜃𝑑𝜃 = 0,

𝑅
(4)
3 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀13,𝑀23) =

=
2𝜋∫︀
0

(︀
𝐹23

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
+ 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑒−𝑖𝑚23𝜃𝑑𝜃 = 0,

(40)

We assume, that the system (37) has a solution 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀13(𝑡, 𝜀)

𝑀23(𝑡, 𝜀) such that

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒det

𝜕
(︁
𝑅

(4)
1 , 𝑅

(4)
2 , 𝑅

(4)
3

)︁
𝜕(𝑀12,𝑀13,𝑀23)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0. (41)

Further reasonings are the same as in case 1.
Case 5. 𝑚12 = 𝑚13 = 𝑚23 = 𝑚.
In this case under the conditions

2𝜋∫︀
0

𝑝13(𝑡, 𝜀, 𝜃) 𝑒
−𝑖𝑚𝜃𝑑𝜃 = 0,

2𝜋∫︀
0

(︁
𝑝12(𝑡,𝜀,𝜃)
𝑏32(𝑡,𝜀)

+ 𝑝23(𝑡,𝜀,𝜃)
𝑏21(𝑡,𝜀)

)︁
𝑒−𝑖𝑚𝜃𝑑𝜃 = 0,

(42)
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the system (21) has a family of the 2𝜋-periodic on 𝜃 solutions:

𝜉013(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚𝜃,

𝜉012(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚)

Γ𝑛[𝑝12(𝑡, 𝜀, 𝜃) − 𝑏32(𝑡, 𝜀)(𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚𝜃]

𝑖(𝑛−𝑚)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃+,

+𝑀12(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚𝜃,

𝜉023(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛 ̸=𝑚)

Γ𝑛[𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)(𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) +𝑀13(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚13𝜃]

𝑖(𝑛−𝑚)𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑒𝑖𝑛𝜃+

+𝑀23(𝑡, 𝜀)𝑒
𝑖𝑚𝜃,

where 𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃) are defined by formula (27),

𝑀13(𝑡, 𝜀) = − 1

2𝜋𝑏21(𝑡, 𝜀)

2𝜋∫︁
0

(𝑝23(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑒−𝑖𝑚𝜃𝑑𝜃,

and 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀23(𝑡, 𝜀) – functions of class 𝑆(𝑚; 𝜀0), which defined from the
next system of equations:

𝑅
(5)
1 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀23) =

2𝜋∫︀
0

𝐹13

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
𝑒−𝑖𝑚𝜃𝑑𝜃 = 0,

𝑅
(5)
2 (𝑡, 𝜀,𝑀12,𝑀23) =

=
2𝜋∫︀
0

(︀
𝐹23

(︀
𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜉012, 𝜉

0
13, 𝜉

0
23

)︀
+ 𝑏21(𝑡, 𝜀)𝜒13(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑒−𝑖𝑚𝜃𝑑𝜃 = 0,

(43)

We assume, that the system (37) has a solution 𝑀12(𝑡, 𝜀), 𝑀23(𝑡, 𝜀) such
that

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒det

𝜕
(︁
𝑅

(5)
1 , 𝑅

(5)
2

)︁
𝜕(𝑀12,𝑀23)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0. (44)

Further reasonings are the same as in case 1.
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4. Conclusion

Thus, for the system (2) the conditions of the existence of the transforma-
tion with coefficients are represented as an absolutely and uniformly convergent
Fourier-series with slowly varying coefficients and frequency, which leads it to
triangular kind, are obtained in the resonant cases.

Щоголев С. А.
Про зведення лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь з коеффiцiєнтами
коливного типу до трикутного виглядув резонансному випадку

Резюме

Для лiнiйної однорiдної диференцiальної системи, коефiцiєнти якої зображуванi у ви-
глядi абсолютно та рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є з повiльно змiнними коефiцiєнтами
та частотою, одержано умови iснування перетворення, що приводить цю систему до
трикутного вигляду в резонансному випадку
Ключовi слова: лiнiйнi диференцiальнi системи, трикутний вигляд, ряди Фур’є, по-
вiльно змiннi параметри.
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О приведении динейной системы дифференциальных уравнений с коэффици-
ентами осциллирующего типа к треугольному виду в резонансном случае

Резюме

Для линейной однородной дифференциальной системы, коэффициенты которой пред-
ставимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно меняющи-
мися коэффициентами и частотой, получены условия существования преобразования,
приводящего эту систему к треугольному виду в нерезонансном случае.
Ключевые слова: линейные дифференциальные системы, треугольный вид, ряды Фурье,
медленно меняющиеся параметры.
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GAUSSIAN INTEGERS PARTITION IN POWER-FREE
NUMBERS PRODUCT

Let g1(𝛼) be the number of Gaussian integer 𝛼 representation in a product of square-free
factors. Let g2(𝛼) be the number of Gaussian integer 𝛼 representation in a product of
power-free factors. In this paper we consider their summatory functions

∑︀
𝑁(𝛼)≤𝑥 g1(𝛼) and∑︀

𝑁(𝛼)≤𝑥 g2(𝛼) and obtain asymptotic formulas for them. Also, we prove analogue of Kátai-
Subbarao theorem to study the distribution of g2(𝛼) in increasing norm order case.
MSC: 11L05, 11N37, 11N60.
Key words: Hecke zetafunction; square-free Gaussian integer; power-free Gaussian integer;
Dirichlet generating series.
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1. Introduction

Let G denote a ring of Gaussian integers

𝐺=Z [𝑖] =
{︀
𝑎+ 𝑖𝑏 | 𝑎, 𝑏 ∈ Z, 𝑖2 = −1

}︀
.

Let p denote a Gaussian prime integer.
Let Gaussian integer 𝛼 be power-free if 𝛼 = p𝑘11 p𝑘22 · · · p𝑘𝑟𝑟 and

𝐺𝐶𝐷 (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑟) = 1,

where 𝑘𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1; 𝑟. In other words, 𝛼 is power-free if there is no Gaussian
integer 𝛽 such that 𝛼 = 𝛽𝑘, 𝑘 ∈ {2, 3, . . . }. Let us notice that all square-free
numbers are power-free.

Let Gaussian integer 𝛼 be square-free if for any Gaussian prime integer p

such that p | 𝛼 there is no positive integer 𝑘 > 1 that p𝑘 divides 𝛼. Also notice
that all square-free numbers are power-free.

Each Gaussian integer 𝛼 can be represented as the product of power-free
(square-free) numbers except 𝜀 ∈ {±1, ±𝑖}. Therefore let g2 (𝛼)

(︀
g1 (𝛼)

)︀
denote the number of Gaussian integer 𝛼 representation in a product of power-
free

(︀
square-free

)︀
numbers.

Received 01.06.2020 © Shramko V. V. 2020
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For example, consider the following representations of 𝛼 = p21 · p32 in a
product of power-free factors

𝛼 = p21 · p32 = p1 · p1 · p2 · p2 · p2 = p1p2 · p1p2 · p2
= p1·p1p2 · p2 · p2 = p1 ·

(︀
p1p

3
2

)︀
= p1 ·

(︀
p1p

2
2

)︀
· p2 = p1p2 ·

(︀
p1p

2
2

)︀
.

g2 (𝛼) = 7.

In case of square-free factors 𝛼 has the following representations

𝛼 = p1 · p1 · p2 · p2 · p2 = p1p2 · p1p2 · p2 = p1·p1p2 · p2 · p2.

g1 (𝛼) = 3.

By g*2 (𝛼) we denote the function below

g*2 (𝛼) = #

{︂
𝛼 = 𝛿1𝛿2 . . . 𝛿𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝛿𝑖 are power-free, 𝑖 = 1; 𝑟,

𝑁 (𝛿1) ≤ 𝑁 (𝛿2) ≤ · · · ≤ 𝑁 (𝛿𝑟)

}︂
,

where 𝑁 (𝛼) is the norm of 𝛼 (i.e. if 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, then 𝑁(𝛼) = 𝜎2 + 𝑡2).
The purpose of this paper is to prove the asymptotic formula for the sum-

matory functions of g1 (𝛼), g2 (𝛼) and g*2 (𝛼). These are a generalization of the
results of A. Korchevskiy and Ya. Vorobyov in positive integer case.

2. Auxiliary results

Let us consider Hecke zetafunction 𝑍𝑚(𝑠) with the Hecke character 𝜆𝑚(𝛼)

𝑍𝑚(𝑠) =
∑︁

0 ̸= 𝛼 ∈𝐺

𝜆𝑚(𝛼)

𝑁(𝛼)𝑠
,

where 𝜆𝑚(𝛼) = exp(𝑚𝑖 arg 𝛼), 𝛼 is a Gaussian integer, 𝑚 ∈ Z, Re 𝑠 > 1.
Moreover, we are interested in the case when 𝑚 = 4𝑚1, 𝑚1 ∈ Z for 𝜆𝑚(𝛼)

be the same for associated Gaussian integers.
Thus, for associated Gaussian integers 𝛼 and 𝜀𝛼, where 𝜀 ∈ {±1, ±𝑖}, the

following relation
𝜆𝑚(𝛼) = 𝜆𝑚(𝜀𝛼)

holds, because
exp(4𝑚𝑖 arg 𝛼) = exp(4𝑚𝑖 arg 𝜀𝛼).
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The function 𝑍𝑚(𝑠) can be analytically continuated to the entire 𝑠-plane,
except the point 𝑠 = 1, where it has a simple pole with residue 𝜋.

For 𝑚 = 0 we have 𝑍0(𝑠) = 4 𝜁(𝑠) 𝐿
(︀
𝑠, 𝜒4(𝑛)

)︀
, where 𝜁(𝑠) is Riemann

zetafunction, 𝜒4(𝑛) is non-main Dirichlet character modulo 4.
Hecke zetafunction 𝑍𝑚(𝑠) satisfies the functional equation

𝑍𝑚(𝑠) = 𝜋 2𝑠−1Γ(𝑚2 + 1 − 𝑠)

Γ(𝑚2 + 𝑠)
𝑍𝑚(1 − 𝑠),

where Re 𝑠 > 1
2 , Γ(𝑠) =

∞∫︀
0

𝑡𝑠−1exp(−𝑡)𝑑𝑡 is the gamma function.

It is known that the absolute value of a regular function in the interior
of a bounded region is bounded by its absolute value on the boundary of the
region.

Moving the function to the left of the line Re 𝑠 = 1
2 and using Phragm?n-

Lindelöf principle we can get the following estimates for Hecke zetafunction in
critical strip.

Lemma 1 (Estimates for Hecke zetafunction in critical strip).

𝑍𝑚 (𝜎 + 𝑖𝑡) ≪

⎧⎪⎨⎪⎩
1, if 𝜎 ≥ 1 + 𝜀,

log
⃒⃒
𝑡2 +𝑚2

⃒⃒
, if 1 ≤ 𝜎 ≤ 1 + 𝜀,(︀

𝑡2 +𝑚2
)︀ 1−𝜎

2 log (1 + 𝜀 ) , if 0 ≤ 𝜎 < 1.

Our purpose is to study special arithmetic functions g1 (𝛼), g2 (𝛼) and
g*2 (𝛼). These functions are related to the functions studied by Kátai and
Subbarao in [2].

Let 𝑒(𝑛) be an arbitrary arithmetic function. We will assume that 𝑒(𝑛) ≥ 0,
𝑒(𝑛) ≪ 𝑛𝜀, where 𝜀 > 0 is arbitrarily small.

Theorem 1 (Kátai-Subbarao [2], Theorem 5.1). Let {𝑒 (𝑛)} and {𝑓 (𝑛)} be
sequences that satisfy the relation

∞∏︁
𝑛= 2

(︂
1 +

𝑒 (𝑛)

𝑛𝑠

)︂
=

∞∑︁
𝑛= 1

𝑓 (𝑛)

𝑛𝑠
.

Moreover 𝑒 (1) = 𝑓 (1) = 1. Since we chose the function 𝑒(𝑛) so that
𝑒(𝑛) ≥ 0 and 𝑒(𝑛) ≪ 𝑛𝜀, where 𝜀 > 0 is arbitrarily small we have that series∑︀∞

𝑛= 1
𝑒(𝑛)
𝑛𝑠 absolutely converges in a half-plane Re 𝑠 > 1.
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Let the function 𝐸(𝑠) define the Dirichlet series created by coefficients 𝑒 (𝑛)

in a half-plane Re 𝑠 > 1

𝐸 (𝑠) =

∞∑︁
𝑛= 1

𝑒 (𝑛)

𝑛𝑠

And let 𝐸(𝑠) satisfy following assumptions

1. There exist positive constants 𝐴 and 𝛽 such that

𝐸 (𝑠) =
𝐴

(𝑠− 1)𝛽
+𝐺(𝑠)

where 𝐺(𝑠) is a regular function in a half-plane Re 𝑠 > 1
2 ;

2. If |𝑡| ≥ 3, then there exists a constant 𝐴0 such that

|𝐸 (1 + 𝑖𝑡)| ≤ 𝐴0 log |𝑡|.

If conditions 1 and 2 are met, then exists such a positive integer 𝑁 that
the following asymptotic formula

𝑇 (𝑥) =
∑︁
𝑛≤ 𝑥

𝑓 (𝑛) = exp

(︃
𝑐0

(︁
log𝑥

)︁ 𝛽
𝛽+1

{︃∑︁
(ℎ,𝑣)

𝐻 (ℎ, 𝑣)
(︁

log𝑥
)︁− 2ℎ+𝑣𝛽

2𝛽+2

×
(︂(︁

1 + 𝑐0log 𝑥
)︁− 1

𝛽+1 − 2ℎ+ 𝑣𝛽

2𝛽

(︁
log𝑥

)︁−1
)︂

+𝑂

(︂(︁
log 𝑥

)︁− 2𝑁+4+𝛽
2𝛽+2

)︂}︃)︃
is true. Here 𝑐0 is a countable constant that depends on 𝐴 and 𝛽, 𝑁 is an
arbitrary fixed positive integer, 𝐻 (ℎ, 𝑣) are suitable constants independent of 𝑥
and 𝑁 . The sum

∑︀
(ℎ,𝑣) means summation over all pairs (ℎ, 𝑣), 1 ≤ ℎ ≤ 𝑁 ,

𝜈 = 1, 2,. . . , that satisfy the inequality ℎ + 1
2𝜈𝛽 ≤ 𝑁 + 2 + 1

2𝛽.
The function 𝐼𝑛(𝑧)

𝐼𝑛 (𝑧) =
exp𝑧√

2𝜋𝑧

∞∑︁
𝑘 = 0

(−1)𝑘
𝑎𝑘 (𝑛)

𝑧𝑘
,

where arg 𝑧 < 𝜋
2 , 𝑎0 (𝑛) = 1, 𝑎𝑘 (𝑛) =

(4𝑛2−12)(4𝑛2−32)...(4𝑛2−(2𝑘−1)2)
𝑘! 8𝑘

, is the
modified Bessel function.

The modified Bessel function 𝐼𝑛(𝑧) is one of two linearly independent so-
lutions of the differential equation 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ − (𝑥2 + 𝛼2)𝑦 = 0 written as the
power series.
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The function 𝐼𝑛(𝑧) is regular on C and goes to infinity for real positive 𝑧.
Moreover, for 𝛼 > 0 lim𝑥→0+ 𝐼𝛼(𝑥) = 0 and for 𝛼 = 0 lim𝑥→0+ 𝐼0(𝑥) = 1.

Lemma 2. For positive real numbers 𝑥, 𝑐, 𝛼 the following relation

𝐼𝛼 (𝑥) =
𝑥𝛼

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑒𝑧+
𝑥2

4𝑧

𝑧𝛼+1
𝑑𝑧

holds and for sufficiently large 𝑥 the following asymptotic formula

𝐼𝛼 (𝑥) =
𝑒𝑥√
2𝜋𝑥

(︂
1 − 4𝛼2 − 1

8𝑥
+𝑂

(︂
1

𝑥2

)︂)︂
is true.

Let us also notice that the constant in the O-term depends only on 𝛼.

3. Gaussian integer partition in a square-free numbers

Theorem 2. By g1 (𝛼) we denote the number of square-free divisors of the
Gaussian integer 𝛼. Then for 𝑐0 > 0, 𝑑0 > 0 and sufficiently large 𝑥 the
following asymptotic formula

∑︁
𝑁(𝛼)≤𝑥

g1 (𝛼) = 𝑐0𝑥
∞∑︁
𝑛=0

𝑑𝑛𝐼𝑛+1

(︂
2
√︀

log 𝑥

)︂(︂
log 𝑥

)︂−𝑛+1
2

+𝑂 (𝑥) .

holds. Here coefficients 𝑑𝑛, 𝑛 ≥ 1, can be defined through the Taylor series
coefficients of some function 𝜙0 (𝑠) considered below.

Proof. Let 𝑒1 (𝛼) be characteristic function over the set of square-free
numbers. Then for the generating function of g1 (𝛼) following identity in a
half-plane Re 𝑠 > 1

𝐹1 (𝑠) =
∑︁

0 ̸= 𝛼 ∈𝐺

g1 (𝛼)

𝑁(𝛼)𝑠
=

∏︁
𝑁(𝛼)> 1

(︂
1 − 𝑒1 (𝛼)

𝑁(𝛼)𝑠

)︂−1

is true.

log𝐹1 (𝑠) =
∑︁

𝑓 is square-free
𝑁 (𝑓)> 1

log

(︂
1 − 1

𝑁(𝑓)𝑠

)︂
=
∑︁
𝑓 ∈ 𝐹

∞∑︁
𝑘 = 1

1

𝑘
𝜇2 (𝑓)𝑁(𝑓)−𝑘𝑠− 1.
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log 𝐹1 (𝑠) =

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

(︂
𝑍 (𝑘𝑠)

𝑍 (2𝑘𝑠)
− 1

)︂
,

where 𝑍 (𝑠) is the well-known Hecke zetafunction with the Hecke character 1.
Thus,

𝐹1 (𝑠) = exp

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

(︂
𝑍 (𝑘𝑠)

𝑍 (2𝑘𝑠)
− 1

)︂)︃
.

The series
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

𝑍(𝑘𝑠)

𝑍(2𝑘𝑠)

converges uniformly in each compact of half-plane Re 𝑠 > 0 except points 1
𝑘

and 𝜎+𝑖𝛾
2𝑘 , where 𝜎 + 𝑖𝛾 are complex roots of 𝑍 (𝑠). Thus, the function 𝐹1(𝑠)

is regular in a half-plane Re 𝑠 > 0 except specified points. Hence in a circle
|𝑠− 1| ≤ 1

2 the following representation

𝐹1 (𝑠) = exp

(︂
1

𝑍 (2) (𝑠−1)
+ 𝜙0 (𝑠)

)︂
is true, where the function 𝜙0 (𝑠) is regular in a circle |𝑠− 1| ≤ 1

2 . Therefore,
we can consider the Taylor series of 𝜙0 (𝑠) in this circle

𝜙0 (𝑠) =
∞∑︁

𝑛= 0

𝜙
(𝑛)
0 (1)

𝑛!
(𝑠−1)𝑛

= 𝑐0exp

(︃
1

𝑍 (𝑠) (𝑠− 1)

)︃(︂
1 + 𝑎1 (𝑠− 1) + 𝑎2(𝑠− 1)2 + . . .

)︂
,

where 𝑐0 = exp
(︀
𝜙0 (1)

)︀
> 0.

Now, using the well-known relation

1

2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖∞

2−𝑖∞

𝑥 𝑠+1

𝑠 (𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

{︃
𝑥− 1, if 𝑥 > 1,

0, if 0 < 𝑥 ≤ 1,

we get ∑︁
0<𝑁(𝛼)≤ 𝑥

g1 (𝛼)=
1

2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖∞

2−𝑖∞
𝐹1 (𝑠)

𝑥 𝑠+1

𝑠 (𝑠+ 1)
𝑑𝑠.

Function 𝐹1(𝑠) doesn’t have singularities in a half-plane Re 𝑠 ≥ 1 except
the first kind pole 𝑠 = 1. Let us replace the integration segment (2−𝑖∞, 2+𝑖∞)

with the union of following segments



Gaussian integers partition in power-free numbers product 57

Γ1 denotes a segment ( 1−𝑖∞, 1 − 𝑖𝑎 ];
Γ2 denotes a half-circle with radius 𝑎 and the center in a point 𝑠 = 1

1 + 𝑎 exp(𝑖𝜃),−𝜋
2
≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2
, (0 < 𝑎 < 1);

Γ3 denotes a segment [ 1 + 𝑖𝑎, 1 + 𝑖∞ ).
It follows from lemma about estimates of Hecke function in critical strip

that integration segments Γ1 and Γ3 can be estimated as 𝑂
(︀
𝑥2
)︀
. For the

segment Γ2 we use substitution of integration variable

𝑠 = 1 +
1

𝑧
.

Hence 𝑧 = 𝑎−1exp(𝑖𝜃), −𝜋
2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2 , 𝑑𝑠 = − 1
𝑧2
𝑑𝑧.

After constricting the integration segment Γ2 into a point the following
equations

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ2

𝐹1 (𝑠)
𝑥𝑠+1

𝑠 (𝑠+ 1)
𝑑𝑠 =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ2

𝐹1 (𝑠)
𝑥𝑠−1+2

𝑠 (𝑠+ 1)
𝑑𝑠

=
𝑥2

2𝜋𝑖

∫︁
Γ2

𝐹1 (𝑠)
𝑥𝑠−1

𝑠 (𝑠+ 1)
𝑑𝑠

=
𝑥2

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞
exp

(︃
𝜙0

(︁
1 +

1

𝑧

)︁)︃ 𝑥
1
𝑧(︀

1 + 1
𝑧

)︀ (︀
2 + 1

𝑧

)︀ 𝑑𝑧 +𝑂
(︀
𝑥2
)︀

=
𝑥2

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞

𝑧2𝑥
1
𝑧 exp

(︂
𝜙0

(︀
1 + 1

𝑧

)︀)︂
(𝑧 + 1) (2𝑧 + 1)

𝑑𝑧 +𝑂
(︀
𝑥2
)︀

=
𝑐0𝑥

2

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞

exp

(︂
𝑧 + 1

𝑧 log 𝑥

)︂
(𝑧 + 1) (2𝑧 + 1)

(︂
1 +

𝑏1
𝑧

+
𝑏2
𝑧2

+ . . .

)︂
𝑑𝑧 +𝑂

(︀
𝑥2
)︀

are true for all 𝑏 > 0. Hence, we want to use the modified Bessel function
𝐼𝑛 (𝑧).

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ2

𝐹1 (𝑠)
𝑥 𝑠+1

𝑠 (𝑠+ 1)
𝑑𝑠

=
𝑐0𝑥

2

2

1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞

exp

(︂
𝑧 + 1

𝑧 log 𝑥

)︂
𝑧2

(︃
1 +

𝑏1
𝑧

+
𝑏2
𝑧2

+ . . .

)︃
𝑑𝑧 +𝑂

(︀
𝑥2
)︀

= 𝑐0
𝑥2

2

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞
exp

(︂
𝑧 +

1

𝑧
log 𝑥

)︂
𝑧−𝑛−2𝑑𝑧 +𝑂

(︀
𝑥2
)︀
.
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Note that

𝐼𝑛 (𝑥) =
𝑥𝑛

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑏+𝑖∞

𝑏−𝑖∞

exp
(︁
𝑧 + 𝑥2

4𝑧

)︁
𝑧𝑛+1

𝑑𝑧.

Therefore,

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ2

𝐹1 (𝑠)
𝑥𝑠+1

𝑠 (𝑠+ 1)
𝑑𝑠 = 𝑐0

𝑥2

2

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝐼𝑛+1

(︁
2
√︀

log 𝑥
)︁

+𝑂
(︀
𝑥2
)︀
.

By the asymptotic differentiation we get the statement of the theorem.

4. Gaussian integer partition in a power-free numbers

Theorem 3. By g2 (𝛼) we denote the number of power-free divisors of the
Gaussian integer 𝛼. Then for sufficiently large 𝑥 the following asymptotic
formula ∑︁

𝑁(𝛼)≤ 𝑥

g2 (𝛼) = 𝑥
∞∑︁

𝑛= 0

𝑑𝑛
𝐼𝑛+1

(︀
2
√

log 𝑥
)︀

(log 𝑥)
𝑛+1
2

+𝑂 (𝑥)

holds. Here 𝑑𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , can be defined through the Taylor series coeffi-
cients of some function 𝐹2,3 (𝑠) considered below.

Let 𝑒2(𝛼) be characteristic functions over the set of power-free Gaussian
integers. Then for the generating function of g2 (𝛼) following identity in a
half-plane Re 𝑠> 1

𝐹2 (𝑠) =
∑︁

0 ̸= 𝛼 ∈𝐺

g2 (𝛼)

𝑁(𝛼)𝑠
=

∏︁
𝑁(𝛼)> 1

(︂
1 − 𝑒2 (𝛼)

𝑁(𝛼)𝑠

)︂−1

is true.
To find the generating series for 𝐹2 (𝑠) let us consider that the number 𝑆(𝑥)

of power-free numbers with norms not more than 𝑥 is equal to the number of
all Gaussian integers in the circle of a radius 𝑥

1
2 with the center in the point

𝑠 = 0 without the number of power-full numbers in this circle. (The Gaussian
integer 𝛼 is power-full if 𝛼 = p𝑘11 p𝑘22 . . . p𝑘𝑟𝑟 and 𝐺𝐶𝐷 (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑟) > 1,
where 𝑘𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1; 𝑟.) Thus,

𝑆 (𝑥) = 𝑥− 𝑥
1
2 − 𝑥

1
3 +𝑂

(︁
𝑥

1
5
+𝜀
)︁
.

Hence, for Re 𝑠 > 1 we have

𝐹2 (𝑥) =
∑︁

𝛼 is power−free

1

𝑁(𝛼)𝑠
= 𝑍 (𝑠) − 𝑍 (2𝑠) − 𝑍 (3𝑠) +𝐺 (𝑠) ,



Gaussian integers partition in power-free numbers product 59

where the function 𝐺 (𝑠) is regular in a half-plane Re 𝑠 > 1
5 .

Therefore,

log 𝐹2 (𝑠) =
∑︁

𝛿 is power-free

log

(︃
1 − 1

𝑁(𝛿)𝑠

)︃
=

∑︁
𝛿 is power-free

1

𝑁(𝛿)𝑠
+ 𝐹2,1 (𝑠) ,

where 𝐹2,1 (𝑠) is a regular function in half-plane Re 𝑠 > 1
2 .

log 𝐹2(𝑠) = 𝑍 (𝑠) + 𝐹2,2 (𝑠) ,

where 𝐹2,2 (𝑠) is a regular function in half-plane Re 𝑠 > 1
2 .

𝐹2 (𝑠) = exp

(︃
𝑍 (𝑠) + 𝐹2,2 (𝑠)

)︃
= exp

(︂
𝜋

𝑠− 1
+ 𝐹2,3 (𝑠)

)︂
,

where 𝐹2,3 (𝑠) is a regular function in half-plane Re 𝑠 > 1
2 .

Theorem 3 can be proved in a similar way to Theorem 2.

5. Gaussian integer partition in a power-free numbers
norm ascending order

The function g*2(𝛼) denotes the number of representation of Gaussian in-
teger 𝛼 in the power-free number product 𝛼 = 𝛿1𝛿2. . .𝛿𝑟, 𝛿𝑖 are power-free,
𝑖 = 1; 𝑟, and 𝑁 (𝛿1) ≤𝑁 (𝛿2) ≤ . . .≤𝑁 (𝛿𝑟), where 𝑁 (𝛼) is the norm of 𝛼.

For Re 𝑠 > 1 we have∑︁
0 ̸= 𝛼 ∈𝐺

g*2 (𝛼)

𝑁(𝛼)𝑠
=

∏︁
𝑁(𝛼)≥ 2

(︂
1 +

𝑒2 (𝛼)

𝑁(𝛼)𝑠

)︂
.

We will study function g*2(𝛼) using the Kátai-Subbarao theorem.
We have

𝐸 (𝑠) =
∑︁

0 ̸= 𝛼 ∈𝐺

𝑒2 (𝛼)

𝑁(𝛼)𝑠
=

∑︁
𝛼 is power−free

1

𝑁(𝛼)𝑠
= 𝑍 (𝑠) + 𝐹0 (𝑠) ,

where 𝑒2(𝛼) is a characteristic function over the set of power-free Gaussian
integers, 𝐹0 (𝑠) is regular function in a half-plane Re 𝑠 > 1

2 .
Moreover,

𝑍 (𝑠) =
∑︁

0 ̸= 𝛼 ∈𝐺

1

𝑁(𝛼)𝑠
=

∞∑︁
𝑛= 0

𝑟 (𝑛)

𝑛𝑠
,
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where 𝑟 (𝑛) is the number of representation of 𝑛 in a sum of two squares such
that 𝑟 (𝑛) =𝑂 (𝑛𝜀). Here, the constant in the O-term depends on 𝜀.

In this case all the conditions of the Kátai-Subbarao theorem are fulfilled.
Hence, we obtain the following theorem.

Theorem 4. For sufficiently large 𝑥 the following asymptotic formula

∑︁
𝑁(𝛼)≤ 𝑥

𝑔*2(𝛼) ∼ exp

(︂
𝑐0
√︀

log 𝑥

)︂∑︁
(ℎ,𝜐)

𝐻(ℎ, 𝜐)

(︂
log 𝑥

)︂− 2ℎ+𝜐
4

×

(︃
1 + 𝑎0

(︂
log 𝑥

)︂− 1
2

− 2ℎ+ 𝜐

4

(︂
log 𝑥

)︂−1
)︃

holds, where 𝑐0, 𝑎0 are positive countable constants, mark * above the sum∑︀
(ℎ,𝜗) means that we summarize by all the pairs (ℎ, 𝜗) , 1 ≤ ℎ ≤ 𝑁,𝜗 =

1, 2, . . . such that

ℎ+
1

2
𝜗 ≤ 𝑁 +

5

2
.

Similar statements can be obtained for analogue for functions g2 (𝛼) and
g*2 (𝛼) that we will consider further.

6. Conclusion

Proposed research methods of Gaussian integers partition number can be
applied to study of partition number function of integer ideals (divisors) from
arbitrary imaginary quadratic field in a product of integer ideals (divisors)
from this field.

Шрамко В. В.
Розбиття цiлих гаусових чисел в добуток степенево-вiльних

Резюме

Нехай функцiя g1(𝛼) являє собою число розкладань цiлого гаусового числа 𝛼 у вигля-
дi добутку безквадратних чисел. Нехай функцiя g2(𝛼) являє собою число розкладань
цiлого гаусового числа 𝛼 у виглядi добутку степенево-вiльних чисел. В цiй статтi ми
розглянемо суматорнi функцiї

∑︀
𝑁(𝛼)≤𝑥 g1(𝛼) та

∑︀
𝑁(𝛼)≤𝑥 g2(𝛼) та отримаємо для них

асимптотичнi формули. Також, ми використаємо аналог теореми Kátai-Subbarao для
вивчення розподiлу значень функцiї g2(𝛼) у випадку, коли степенево-вiльнi множники
розташованi в порядку зростання їх норм.
Ключовi слова: Дзета-функцiя Гекке, безквадратне цiле гаусове число, степенево-
вiльне цiле гаусове число, твiрний ряд Дiрiхле.
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Шрамко В. В.
Разбиение целых гауссовых чисел в произведение степенно-свободных

Резюме

Пусть функция g1(𝛼) представляет собой число разбиения целого гауссового числа 𝛼 в
виде произведения безквадратных чисел. Пусть функция g2(𝛼) представляет собой чис-
ло разбиения целого гауссового числа 𝛼 в виде произведения степенно-свободных чисел.
В этой статтье мы рассмотрим суматорные функции

∑︀
𝑁(𝛼)≤𝑥 g1(𝛼) и

∑︀
𝑁(𝛼)≤𝑥 g2(𝛼),

а также получим ассимптотические формулы для них. Кроме того, мы воспользуемся
аналогом теоремы Kátai-Subbarao для изучения распределения значений функции g2(𝛼)

в случае, когда степенно-свободные множители располагаются в порядке возростания
их норм.
Ключевые слова: Дзета-функция Гекке, безквадратное целое гауссово число, степенно-
свободное целое гауссово число, производящий ряд Дирихле.
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НАБЛИЖЕНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ МАТРИЧНИХ
РIВНЯНЬ ВIНЕРА — ГОПФА В ЗАДАЧАХ ПРИКЛАДНОЇ
МЕХАНIКИ

Запропоновано метод послiдовних наближень для розв’язання системи функцiональних
рiвнянь Вiнера — Гопфа. Метод використовує подання матричного коефiцiєнта системи
у виглядi суми двох матриць, одна з яких допускає точну факторизацiю, а вiдносно
iншої — матрицi-збурення — передбачається умова її малостi порiвняно з першим до-
данком в областi задання системи. Розв’язок системи шукається у виглядi розвинень за
степенями матрицi-збурення. На кожному кроцi наближення розв’язання системи здiй-
снюється за допомогою методу Вiнера — Гопфа з використанням факторизацiї основ-
ної складової матричного коефiцiєнта. Використання методу iлюструється на прикладi
розв’язання задачi про розрахунок параметрiв зони передруйнування у з’єднувальному
матерiалi в кiнцi мiжфазної трiщини, що виходить з кутової точки ламаної межi по-
дiлу двох рiзних матерiалiв. Зона моделюється лiнiєю розриву перемiщення, на якiй
напруження задовольняють критерiй мiцностi Мiзеса — Хiлла. Показано, що за певних
умов вже у першому наближеннi метод дозволяє отримувати розв’язки з прийнятною
точнiстю.
MSC: 39B72, 74S99.
Ключовi слова: матричне функцiональне рiвняння Вiнера — Гопфа, метод послiдовних
наближень, мiжфазна трiщина, зона передруйнування, критерiй Мiзеса — Хiлла.
DOI: XXXX.

1. Вступ

Багато плоских крайових задач математичної i теоретичної фiзики,
прикладної механiки за допомогою iнтегральних перетворень можуть бути
зведенi до систем функцiональних рiвнянь виду

Φ+(𝑝) + F(𝑝) = G(𝑝)Φ−(𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷), (1)

визначених у деякiй смузi D площини комплексної змiнної р, що
розв’язуються за допомогою методу Вiнера — Гопфа [1]. Тут Φ+(𝑝), Φ−(𝑝)

— невiдомi векторнi функцiї, аналiтичнi в областях 𝐷+ i 𝐷− вiдповiдно,
𝐷 = 𝐷+

⋂︀
𝐷− — спiльна смуга їх аналiтичностi; F(𝑝) i G(𝑝) — заданi

Надiйшла 07.06.2020 © Дудик М. В. 2020
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векторна i квадратна матрична функцiї, якi можуть мати сингулярностi
поза смугою аналiтичностi. Ключовою проблемою розв’язання системи
(1) є факторизацiя її матричного коефiцiєнта G(𝑝), тобто подання його у
виглядi добутку

G(𝑝) = G+(𝑝)G−(𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷) (2)

двох матриць G+(𝑝), G−(𝑝), аналiтичних у областях 𝐷+, 𝐷− вiдповiдно.

Незважаючи на те, що ще у 1958 роцi М. Крейн та I. Гохберг в [2] до-
казали теоретичну можливiсть такої факторизацiї, проте нi вони, а потiм
i нiхто iнший не змогли запропонувати унiверсального алгоритму точної
аналiтичної факторизацiї матричних функцiй. Нинi вiдомий лише один,
виявлений Г. М. Чеботарьовим [3], вузький нетривiальний клас матри-
чних функцiй комплексної змiнної, що допускають точну факторизацiю
у замкнутiй аналiтичнiй формi. Метод факторизацiї цього класу матриць
розвивали А. А. Храпков [4-6], V. G. Daniele [7], B. Noble [1] та iншi. Вiн
успiшно застосовувався для розв’язання ряду задач механiки руйнуван-
ня, теорiї розсiяння електромагнiтних i пружних хвиль, контактних задач
тощо.

Проте, метод Чеботарьова — Храпкова виявився недiєвим у випадку
матричних функцiй, вiдмiнних вiд знайденого ними виду. Це стимулюва-
ло пошук альтернативних та розвиток наближених методiв факторизацiї
матриць, у яких брали участь А. О. Антiпов, В. А. Бабешко, Р. В. Дуду-
чава, Н. Г. Моiсєєв, В. I. Острик, В. В. Сiльвестров, I. D. Abrahams, V.
G. Daniele, I. Gohberg, R. A. Hurd, D. S. Jones, A. B. Lebre, G. Mishuris,
A. D. Rawlins, S. Rogosin, G. R. Wickham та iншi. Зокрема, у методi В. А.
Бабешка факторизацiя матрицi здiйснюється у три етапи: нормалiзацiї,
наближеної факторизацiї i уточненої факторизацiї; на етапi наближеної
факторизацiї нормалiзовану матрицю наближають на дiйснiй вiсi матри-
цею з рацiональними коефiцiєнтами [8]. Метод А. О. Антiпова полягає у
розвиненнi неаналiтичних елементiв матричного рiвняння за їх полюсами
у ряди з невiдомими коефiцiєнтами, що призводить до нескiнченої систе-
ми алгебраїчних рiвнянь, яка розв’язується за допомогою асимптотичного
методу [9, 10]. I. D. Abrahams для наближеної факторизацiї матриць ви-
користовує Паде-апроксимацiю полiномами довiльної степенi [11].

В цiлому, застосування наближених методiв базується на громiздких
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перетвореннях вихiдної матрицi, iншi методи зводяться до досить трудо-
мiстких обчислювальних процедур. Тому iснує потреба у розвитку мате-
матично зрозумiлих i обчислювально простих методiв отримання набли-
жених аналiтичних розв’язкiв систем функцiональних рiвнянь Вiнера —
Гопфа.

2. Основи методу

На вiдмiну вiд використання наближених методiв факторизацiї матри-
чного коефiцiєнта вихiдного рiвняння (1) у данiй роботi запропоновано ме-
тод послiдовних наближень розв’язання системи функцiональних рiвнянь
Вiнера — Гопфа. Вiн базується на поданнi матричного коефiцiєнта системи
у виглядi суми двох матриць, одна з яких, G0(𝑝), допускає аналiтичну фа-
кторизацiю в замкнутiй формi, а вiдносно iншої — матрицi-збурення G′(𝑝)

— приймається умова малостi в областi визначення системи порiвняно з
основною матрицею G0(𝑝):

G(𝑝) = G0(𝑝) + G′(𝑝)
(︀
G0(𝑝) = G+

0 (𝑝)G−
0 (𝑝), G0(𝑝) ≫ G′(𝑝), 𝑝 ∈ 𝐷

)︀
.

(3)
Порiвняння матриць не є, в цiлому, коректною процедурою при вiд-

сутностi малого параметра, що мiг би бути використаний у розкладаннi
(3). В подальшому вважатимемо, що обґрунтованiсть такого розкладання
може бути перевiрена за впливом матрицi G′(𝑝) на скалярнi величини, якi
отримуються з вихiдного рiвняння Вiнера — Гопфа.

У вiдповiдностi з прийнятими вище припущеннями подамо розв’язок
рiвняння (1) у виглядi розвинень за степенями матрицi-збурення G′(𝑝):

Φ±(𝑝)= Φ±
0 (𝑝) + Φ±

1 (𝑝) + Φ±
2 (𝑝) + ..., (4)

де кожен наступний доданок є значно меншим порiвняно з попереднiм. З
урахуванням (3) i (4) рiвняння (1) у нульовому наближеннi зводимо до
вигляду(︀

G+
0 (𝑝)

)︀−1
Φ+

0 (𝑝) +
(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F(𝑝) = G−
0 (𝑝)Φ−

0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷), (5)

де степiнь “–1” позначає обернену матрицю. Розв’язання цього рiвняння
виконуємо за допомогою процедури Вiнера — Гопфа [1]. Припускаючи, що
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елементи вектора
(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F(𝑝) задовольняють умову Гельдера, замiни-
мо його за допомогою iнтегралiв типу Кошi рiзницею крайових значень
аналiтичних векторiв [12]:(︀

G+
0 (𝑝)

)︀−1
F(𝑝) = F+

0 (𝑝) − F−
0 (𝑝),

F±
0 (𝑝) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

F(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧 (𝛾 ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ 𝐷±)

(6)

i подамо рiвняння (5) у формi(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

Φ+
0 (𝑝) + F+

0 (𝑝) = G−
0 (𝑝)Φ−

0 (𝑝) + F−
0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷). (7)

Зробимо також додаткове припущення, що права i лiва частини рiвняння
(7) при 𝑝 → ∞ прямують до нуля. (Це припущення не є принциповим,
оскiльки нескладно узагальнити метод на випадок прямування лiвої i пра-
вої частин рiвняння до одного i того ж полiнома, як це трапляється у
скалярних функцiональних рiвняннях Вiнера — Гопфа [12].) Тодi у вiд-
повiдностi з принципом аналiтичного продовження та теореми Лiувiлля
отримуємо розв’язок рiвняння (7)

Φ+
0 (𝑝) = −G+

0 (𝑝)F+
0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷+),

Φ−
0 (𝑝) = −

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

F−
0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷−),

(8)

який є нульовим наближенням розв’язку вихiдного рiвняння (1).
У першому наближеннi рiвняння (1) має вигляд

Φ+
1 (𝑝) = G0(𝑝)Φ

−
1 (𝑝) + G′(𝑝)Φ−

0 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷).

Введемо векторну функцiю

F1(𝑝) = −G′(𝑝)Φ−
0 (𝑝).

З урахуванням факторизацiї матрицi G0(𝑝) приходимо до рiвняння(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

Φ+
1 (𝑝) +

(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F1(𝑝) = G−
0 (𝑝)Φ−

1 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷), (9)

аналогiчного рiвнянню (5). Подiбно до (6) виконаємо в (9) замiну(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F1(𝑝) рiзницею крайових значень аналiтичних векторiв:(︀
G+

0 (𝑝)
)︀−1

F1(𝑝) = F+
1 (𝑝) − F−

1 (𝑝), (10)
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F±
1 (𝑝) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

F1(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

G′(𝑧)
(︀
G−

0 (𝑧)
)︀−1

F−
0 (𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧 (𝛾 ∈ 𝐷, 𝑝 ∈ 𝐷±).

Пiсля пiдстановки (10) в (9) i використання принципу аналiтичного про-
довження та теореми Лiувiлля знайдемо поправку першого порядку за
збуренням до розв’язку (8):

Φ+
1 (𝑝) = −G+

0 (𝑝)F+
1 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷+),

Φ−
1 (𝑝) = −

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

F−
1 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷−).

(11)

Поправки 𝑛-го порядку Φ±
𝑛 (𝑝) отримуються аналогiчно попередньому ета-

пу i описуються формулами, подiбними до (10)-(11):

Φ+
𝑛 (𝑝) = −G+

0 (𝑝)F+
𝑛 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷+),

Φ−
𝑛 (𝑝) = −

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

F−
𝑛 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷−),

(12)

F±
𝑛 (𝑝) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

G′(𝑧)
(︀
G−

0 (𝑧)
)︀−1

F−
𝑛−1(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧 (𝛾 ∈ D, 𝑝 ∈ 𝐷±).

Пiдсумовуючи цi поправки згiдно з (4), знаходимо остаточний розв’язок
рiвняння (1):

Φ+(𝑝) = −G+
0 (𝑝)

∞∑︁
𝑛=0

F+
𝑛 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷+),

Φ−(𝑝) = −
(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

∞∑︁
𝑛=0

F−
𝑛 (𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷−).

(13)

З формальної точки зору розв’язок (13) можна вважати точним. Умо-
вою коректностi розв’язку є збiжнiсть його рядiв, тобто виконання нерiв-
ностi |F±

𝑛 (𝑝)| <
⃒⃒
F±
𝑛−1(𝑝)

⃒⃒
. Згiдно з визначенням F±

𝑛 (𝑝) в (12) цiй нерiвностi
еквiвалентна умова ⃒⃒⃒(︀

G+
0 (𝑝)

)︀−1
G′(𝑝)

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1
⃒⃒⃒
< 1. (14)

В той же час практичне застосування формул (13) для числових розра-
хункiв наштовхується на зростання кратностi iнтегралiв у кожному насту-
пному наближеннi. Ця обставина змушує обмежуватись в (13) невеликим
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числом доданкiв, якi враховуються при обчисленнях, i накладає замiсть
(14) бiльш жорстке обмеження на матрицю-збурення:⃒⃒⃒(︀

G+
0 (𝑝)

)︀−1
G′(𝑝)

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1
⃒⃒⃒
≪ 1. (15)

Як видно з попереднього розгляду, перевагою запропонованого методу
є уникнення факторизацiї матричного коефiцiєнта G(𝑝) вихiдного рiвня-
ння (1). З iншого боку, формально розв’язок (13) можна представити як
результат дiї деяких матричних операторiв:

Φ±(𝑝) = −Ĝ±(𝑝)F0(𝑝) (𝑝 ∈ 𝐷±),

що дозволяє процедурi факторизацiї (2) поставити у вiдповiднiсть опера-
торне подання

G(𝑝) → Ĝ+(𝑝)Ĝ−(𝑝).

У такому трактуваннi розглянутий метод є близьким до деяких наближе-
них методiв факторизацiї матричних функцiй, зокрема, запропонованого
в [13] асимптотичного методу факторизацiї класу матриць, якi на нескiн-
ченостi прямують до тотожної матрицi.

3. Приклад застосування методу: модель зони перед-
руйнування у з’єднувальному матерiалi в кiнцi мiж-
фазної трiщини, що виходить з кутової точки ламаної
межi подiлу двох рiзних матерiалiв

В умовах плоскої деформацiї розглядаємо задачу про розрахунок па-
раметрiв початкової зони передруйнування у з’єднувальному матерiалi бi-
ля вершини мiжфазної трiщини, що виходить з кутової точки ламаної
межi подiлу двох пружних однорiдних iзотропних матерiалiв з модуля-
ми Юнґа 𝐸1, 𝐸2 i коефiцiєнтами Пуассона 𝜈1, 𝜈2. Нехтуючи товщиною
з’єднувального прошарку, моделюватимемо зону лiнiєю розриву перемi-
щення, на якiй нормальне i дотичне напруження задовольняють умову(︂

𝜎𝜃
𝜎0

)︂2

+

(︂
𝜏𝑟𝜃
𝜏0

)︂2

= 1, (16)

де 𝜎0, 𝜏0 — опори вiдриву та зсуву з’єднувального матерiалу, що експе-
риментально визначаються як середнi значення нормального i дотичного
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напружень в зонi при вiдповiднiй модi навантаження. Умова (16) викори-
стовується в одному з варiантiв когезiйної моделi мiжфазного руйнування
[14] i вiдповiдає критерiю мiцностi Мiзеса — Хiлла.

На початковому етапi свого розвитку довжина зони передруйнування
𝑙 значно менша вiд довжини трiщини 𝐿 та iнших актуальних розмiрiв тi-
ла, i оскiльки напружено-деформований стан дослiджується в околi зони,
то вихiдна задача зводиться до задачi про лiнiю розриву скiнченної дов-
жини, що поширюється з вершини пiвнескiнченної мiжфазної трiщини у
кусково-однорiднiй площинi по межi подiлу двох рiзних пружних мате-
рiалiв (рис. 1). Умову на нескiнченостi формулюємо як вимогу переходу
шуканого розв’язку на вiдстанях 𝑙 << 𝑟 << 𝐿 у розв’язок аналогiчної
задачi теорiї пружностi без лiнiї розриву, який вiдомий з робiт [15, 16].

Рис. 1: Розрахункова схема задачi

Враховуючи умову (16) та вважаючи береги трiщини вiльними вiд на-
пружень (за винятком можливої областi контакту берегiв трiщини, яку
вважаємо значно меншою порiвняно iз зоною передруйнування i нехтуємо
нею), приходимо до статичної крайової задачi теорiї пружностi з грани-
чними умовами

𝜃 = −𝛼
⋃︁

2𝜋 − 𝛼 : 𝜎𝜃 = 𝜏𝑟𝜃 = 0; (17)

𝜃 = 0 : ⟨𝜎𝜃⟩ = ⟨𝜏𝑟𝜃⟩ = 0; (18)

𝜃 = 0, 𝑟 < 𝑙 : 𝜎𝜃 = 𝜎0 cos𝜓(𝑟), 𝜏𝑟𝜃 = 𝜏0 sin𝜓(𝑟);

𝜃 = 0, 𝑟 > 𝑙 : ⟨𝑢𝜃⟩ = ⟨𝑢𝑟⟩ = 0; (19)

𝜃 = 0, 𝑟 → ∞ : 𝜎𝜃 ∼
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)𝑟
𝜆𝑖 , 𝜏𝑟𝜃 ∼

∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)𝑟
𝜆𝑖 ; (20)
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де ⟨𝑓⟩ позначає стрибок величини 𝑓 на межi подiлу; 𝜓(𝑟) — фазовий кут
напруження в зонi передруйнування, який в подальшому через малiсть
розмiрiв зони i для спрощення розв’язання задачi вважатимемо сталим
i рiвним його середньому значенню 𝜓; 𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖), 𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖) — вiдомi фун-
кцiї з робiт [15, 16]; 𝐶𝑖 – довiльнi сталi, якi характеризують iнтенсивнiсть
зовнiшнього навантаження i визначаються iз розв’язку зовнiшньої задачi;
𝜆𝑖– показники сингулярностi напружень в околi вершини трiщини, що є
коренями характеристичного рiвняння аналогiчної задачi без зони перед-
руйнування [15]:

𝐷(𝜆) = 0 (−1 < Re𝜆 < 0),

𝐷(𝜆) = − (1 + 𝜅1)
2 𝑡1 − 4 (1 + 𝜅1) (𝑒− 1) 𝑡1𝑡2 − 𝑒2(1 + 𝜅2)

2𝑡3+

+4 (𝑒− 1)2 𝑡1𝑡3 + 4𝑒(1 + 𝜅2) (𝑒− 1) 𝑡3𝑡4 + 2𝑒(1 + 𝜅2) (1 + 𝜅1) 𝑡5,

𝑡1 = (𝜆+ 1)2 sin2 𝛼− sin2(𝜆+ 1)𝛼, 𝑡2 = sin2(𝜆+ 1) (2𝜋 − 𝛼) ,

𝑡3 = (𝜆+ 1)2 sin2 𝛼− sin2(𝜆+ 1) (2𝜋 − 𝛼) ,

𝑡4 = sin2(𝜆+ 1)𝛼, 𝑡5 = 𝑡1 + sin(𝜆+ 1)𝛼 sin 2𝜆𝜋 cos(𝜆+ 1)(2𝜋 − 𝛼),

𝑒 =
1 + 𝜈2
1 + 𝜈1

· 𝐸1

𝐸2
, 𝜅1(2) = 3 − 4𝜈1(2).

В кiнцi зони передруйнування реалiзується асимтотика, яка вiдповiдає
сингулярнiй частинi розв’язку однорiдної крайової задачi про пiвнескiн-
чену лiнiю розриву перемiщень на прямолiнiйнiй межi подiлу двох рiзних
пружних матерiалiв, аналогiчну мiжфазнiй трiщинi. Зокрема, для напру-
жень має мiсце асимптотика [17]

𝑟 → 𝑙 + 0, 𝜎𝜃(𝑟, 0) + 𝑖𝜏𝑟𝜃(𝑟, 0) ∼ 𝑘(𝑟 − 𝑙)𝑖𝜔√︀
2𝜋(𝑟 − 𝑙)

, (21)

де 𝑘 = 𝑘1 + 𝑖𝑘2 — локальний КIН в кiнцi зони, 𝜔 = 1
2𝜋 ln 1−𝛽

1+𝛽 , 𝛽 =
(1+𝑒𝜅2)−(𝑒+𝜅1)
(1+𝑒𝜅2)+(𝑒+𝜅1)

— параметр Дандерса.
За допомогою iнтегрального перетворення Меллiна крайова задача те-

орiї пружностi з граничними умовами (17)-(20) зводиться до матричного
рiвняння Вiнера — Гопфа у смузi −𝜀1 < Re 𝑝 < 𝜀2 (𝜀1, 𝜀2 — достатньо малi
додатнi числа), що мiстить уявну вiсь:

Φ+(𝑝) + F(𝑝) = G(𝑝)Φ−(𝑝) (−𝜀1 < Re 𝑝 < 𝜀2), (22)
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Φ+(𝑝) =

∫︁ ∞

1

(︃
𝜎𝜃(𝜌𝑙, 0)

𝜏𝑟𝜃(𝜌𝑙, 0)

)︃
𝜌𝑝𝑑𝜌,

Φ−(𝑝) =
𝐸1

4(1 − 𝜈21)

∫︁ 1

0

⟨
𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑢𝜃

𝑢𝑟

)︃⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜃 = 0

𝑟 = 𝜌𝑙

𝜌𝑝𝑑𝜌,

F(𝑝) =

(︃
𝐹1(𝑝)

𝐹2(𝑝)

)︃
,

𝐹1(𝑝) =
𝜎0 cos𝜓

𝑝+ 1
−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)𝑙
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖
, 𝐹2(𝑝) =

𝜏0 sin𝜓

𝑝+ 1
−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)𝑙
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖
;

G(𝑝) =
− (1 + 𝜅1)

𝐷(−1 − 𝑝)

(︃
𝑔11(𝑝) 2𝑔12(𝑝)

2𝑔21(𝑝) 𝑔22(𝑝)

)︃
,

𝑔11(𝑝) = 𝑒(1 + 𝜅2)𝑑1(𝑝)𝑑6(𝑝) − (1 + 𝜅1)𝑑2(𝑝)𝑑4(𝑝),

𝑔12(𝑝) = 2(1 − 𝑒)𝑑1(𝑝)𝑑2(𝑝) + 𝑒(1 + 𝜅2)𝑑1(𝑝)𝑑8(𝑝) − (1 + 𝜅1)𝑑2(𝑝)𝑑7(𝑝),

𝑔21(𝑝) = 𝑒(1 + 𝜅2)𝑑1(𝑝)𝑑9(𝑝) − 2(1 − 𝑒)𝑑1(𝑝)𝑑2(𝑝) − (1 + 𝜅1)𝑑2(𝑝)𝑑5(𝑝),

𝑔22(𝑝) = (1 + 𝜅1)𝑑2(𝑝)𝑑3(𝑝) − 𝑒(1 + 𝜅2)𝑑1(𝑝)𝑑10(𝑝),

𝑑1(𝑝) = 𝑝2 sin2 𝛼− sin2 𝑝(2𝜋 − 𝛼), 𝑑2(𝑝) = 𝑝2 sin2 𝛼− sin2 𝑝𝛼,

𝑑3(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼− sin 2𝑝(2𝜋 − 𝛼), 𝑑4(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼+ sin 2𝑝(2𝜋 − 𝛼),

𝑑5(𝑝) = 𝑝 sin2 𝛼+ sin2 𝑝(2𝜋 − 𝛼), 𝑑6(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼− sin 2𝑝𝛼,

𝑑7(𝑝) = 𝑝 sin2 𝛼− sin2 𝑝(2𝜋 − 𝛼), 𝑑8(𝑝) = 𝑝 sin2 𝛼− sin2 𝑝𝛼,

𝑑9(𝑝) = 𝑝 sin2 𝛼+ sin2 𝑝𝛼, 𝑑10(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼+ sin 2𝑝𝛼.

Через складнiсть матрицi G(𝑝) ї ї факторизацiя за формулами Хра-
пкова — Чеботарьова неможлива, тому використаємо наближений метод
розв’язання рiвняння (22), описаний у вище. У нульовому наближеннi вi-
зьмемо значення цiєї матрицi для плоскої межi подiлу [18]:

G0(𝑝) = G(𝑝) |𝛼=𝜋 = −𝐴 · tg 𝑝𝜋𝐺(𝑝)Q(𝑝), (23)

𝐺(𝑝) =
4(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos2 𝑝𝜋

(𝑒+ 𝜅1)2 + (1 + 𝑒𝜅2)2 + 2(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos 2𝑝𝜋
,
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𝐴 =
(1 + 𝜅1)(1 + 𝜅1 + 𝑒(1 + 𝜅2))

2 (𝑒+ 𝜅1) (1 + 𝑒𝜅2)
,Q(𝑝) = I + 𝑔(𝑝)J,J =

(︃
0 −𝑖
𝑖 0

)︃
,

де I - одинична матриця, 𝑔(𝑝) = 𝑖𝛽 tg 𝑝𝜋. Матриця Q(𝑝) вiдноситься до ти-
пу Храпкова — Чеботарьова i факторизується на уявнiй вiсi за формулами
[6]:

Q(𝑝) = Q+(𝑝)Q−(𝑝) (Re 𝑝 = 0), Q±(𝑝) = 𝑟±(𝑝)
[︀
ch 𝜃±(𝑝)I + sh 𝜃±(𝑝)J

]︀
,

де елементи матриць Q+(𝑝) i Q−(𝑝) аналiтичнi у пiвплощинах Re 𝑝 < 0 i
Re 𝑝 > 0 вiдповiдно. Функцiї 𝑟±(𝑝) i 𝜃±(𝑝) знайдено згiдно з [6] у [18]:

𝑟±(𝑝) =
(︀
1 − 𝛽2

)︀1/4
exp

[︂
± 𝑖

4𝜋

∫︁ ∞

−∞

ln𝐻1(𝑡)

𝑡+ 𝑖𝑝
𝑑𝑡

]︂
, 𝐻1(𝑡) =

1 − 𝛽2 th2 𝜋𝑡

1 − 𝛽2
,

𝜃±(𝑝) =
±𝑝
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝐻2(𝑡)

𝑡+ 𝑖𝑝
𝑑𝑡, 𝐻2(𝑡) =

𝑎𝑟𝑡ℎ(𝛽 · th𝜋𝑡)

𝑡
.

Скалярнi коефiцiєнти рiвняння (23) факторизуються за формулами
[12]:

𝐺(𝑝) =
𝐺+(𝑝)

𝐺−(𝑝)
(Re 𝑝 = 0) ,

exp

[︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞

ln𝐺(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧

]︂
=

{︃
𝐺+(𝑝), Re 𝑝 < 0,

𝐺−(𝑝), Re 𝑝 > 0;

(24)

tg 𝑝𝜋 =
𝑝

𝐾+(𝑝)𝐾−(𝑝)
, 𝐾±(𝑝) =

Γ(1 ∓ 𝑝)

Γ(0, 5 ∓ 𝑝)
.

Застосовуючи теорему абелевого типу до асимптотики (21) i врахову-
ючи обмеженiсть напружень бiля кiнця зони передруйнування, у вiдпо-
вiдностi з описаним вище наближеним методом i з урахуванням (23)-(24)
отримаємо розв’язок рiвняння (22) у нульовому наближеннi:

Φ+
0 (𝑝) = −𝑝𝐺

+(𝑝)

𝐾+(𝑝)
Q+(𝑝)F+

0 (𝑝) (Re 𝑝 < 0),

Φ−
0 (𝑝) =

𝐾−(𝑝)𝐺−(𝑝)

𝐴

[︀
Q−(𝑝)

]︀−1
F−
0 (𝑝) (Re 𝑝 < 0), (25)
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F+
0 (𝑝) =

1

𝑝+ 1

(︂
𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
[Q+(𝑝)]−1 +

𝐾+(−1)

𝐺+(−1)
[Q+(−1)]−1

)︂(︃
𝜎0 cos𝜓

𝜏0 sin𝜓

)︃

−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑙
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖

(︂
𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
[Q+(𝑝)]−1

+
𝐾+(−1 − 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝐺+(−1 − 𝜆𝑖)
[Q+(−1 − 𝜆𝑖)]

−1

)︂(︃
𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)

𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)

)︃
,

F−
0 (𝑝) =

1

𝑝+ 1

𝐾+(−1)

𝐺+(−1)
[Q+(−1)]−1

(︃
𝜎0 cos𝜓

𝜏0 sin𝜓

)︃

−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑙
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖

𝐾+(−1 − 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝐺+(−1 − 𝜆𝑖)

× [Q+(−1 − 𝜆𝑖)]
−1

(︃
𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)

𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)

)︃
.

З розв’язку (25) за процедурою Вiнера — Гопфа, подiбно до [15, 16],
отримаємо рiвняння для визначення довжини зони i фазового кута напру-
жень у зонi:

𝐾+(−1)

𝐺+(−1)
[Q+(−1)]−1

(︃
𝜎0 cos𝜓

𝜏0 sin𝜓

)︃

−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑙
𝜆𝑖𝐾+(−1 − 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝐺+(−1 − 𝜆𝑖)
[Q+(−1 − 𝜆𝑖)]

−1

(︃
𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)

𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)

)︃
= 0. (26)

Використовуючи знайдене нульове наближення (25) розв’язку вихiдно-
го рiвняння Вiнера — Гопфа (22) i покладаючи матрицю-збурення як

G′(𝑝) = G(𝑝) −G0(𝑝),

за формулами (10)-(11) знаходимо поправки до розв’язку у першому на-
ближеннi:

Φ+
1 (𝑝) = −G+

0 (𝑝)F+
1 (𝑝) (Re 𝑝 < 0),

Φ−
1 (𝑝) = −

(︀
G−

0 (𝑝)
)︀−1

F−
1 (𝑝) (Re 𝑝 > 0),

(27)

1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑖∞

−𝑖∞

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

G′(𝑧)
(︀
G−

0 (𝑧)
)︀−1

F−
0 (𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧 =

{︃
F+
1 (𝑝), Re 𝑝 < 0,

F−
1 (𝑝), Re 𝑝 > 0.

Враховуючи асимптотики (21) i обмеженiсть напружень бiля кiнця зони
передруйнування, приходимо замiсть (26) до уточнених рiвнянь для ви-
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значення довжини зони i фазового кута напружень у зонi:

𝐾+(−1)

𝐺+(−1)
[Q+(−1)]−1

(︃
𝜎0 cos𝜓

𝜏0 sin𝜓

)︃

−
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑙
𝜆𝑖𝐾+(−1 − 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝐺+(−1 − 𝜆𝑖)
[Q+(−1 − 𝜆𝑖)]

−1

(︃
𝐹𝜎(𝛼, 𝜆𝑖)

𝐹𝜏 (𝛼, 𝜆𝑖)

)︃

− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑖∞

−𝑖∞

(︀
G+

0 (𝑧)
)︀−1

G′(𝑧)
(︀
G−

0 (𝑧)
)︀−1

F−
0 (𝑧)𝑑𝑧 = 0.

З визначення Φ−(𝑝) в (22) отримуємо компоненти стрибка перемiщення
у вершинi трiщини:

𝛿u =

(︃
𝛿𝑢𝜃(0, 0)

𝛿𝑢𝑟(0, 0)

)︃
= −4(1 − 𝜈21)

𝐸1
Φ−(0),

якi визначають повне розкриття трiщини у вершинi

𝛿 =
√︀
𝛿𝑢𝜃(0, 0)2 + 𝛿𝑢𝑟(0, 0)2.

На пiдставi формул (25) i (27) знаходимо розкриття у нульовому i першому
наближеннях:

𝛿u0 = −4(1 − 𝜈21)

𝐸1

1

𝐴
√︀
𝜋𝐺(0)

F−
0 (0),

𝛿u1 =

(︂
I +

1

2𝐴
√
𝜋

[︀
G+

0 (0)
]︀−1

G′(0)

)︂
𝛿u0.

4. Чисельний аналiз прикладу

Найвища ефективнiсть наближеного пiдходу у розглянутому вище при-
кладi про маломасштабну зону передруйнування очiкується при кутах зла-
му межi подiлу матерiалiв 𝛼, близьких до кута 𝛼0 = 180∘, якому вiдповiд-
ає нульове наближення (23) матричного коефiцiєнта рiвняння Вiнера —
Гопфа (22). При таких кутах зламу, як виявлено в [15], НДС бiля верши-
ни мiжфазної трiщини довжиною 𝐿 ≫ 𝑙 визначається двома комплексно
спряженими показниками сингулярностi 𝜆1 = �̄�2 = 𝜆𝑟 + 𝑖𝜆𝑚 i компле-
ксним коефiцiєнтом iнтенсивностi напружень 𝐾 = 𝐾1 + 𝑖𝐾2, який входить
в коефiцiєнти розвинень (20):

𝐶1 = 𝐶2 =
𝐾𝐿−𝑖𝜆𝑚
√

2𝜋
.
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У зв’язку з цим зовнiшнє навантаження задаємо безрозмiрним параметром
𝜎 = |𝐾|𝐿𝜆𝑟

√
2𝜋𝜎0

i фазовим кутом 𝜙 = arctg(𝐾2/𝐾1), нехтуючи в (20) регуляр-
ними вкладами.

У таблицях 1–2 (в кiнцi статтi) наведено результати окремих розрахун-
кiв параметрiв зони передруйнування (вiдносної довжини 𝑥 = 𝑙/𝐿, фазо-
вого кута напружень у зонi 𝜓 та нормованого повного розкриття трiщини
в її вершинi 𝛿′ = 𝐸1

4(1−𝜈21 )𝜎0
𝛿
𝐿 i їх вiдноснi вiдмiнностi 𝜀𝑥, 𝜀𝜓, 𝜀𝛿 у нульовому

i першому наближеннi) для 𝐸1/𝐸2 = 0, 5, 𝜈1/𝜈2 = 0, 3, 𝜎0/𝜏0 = 5, 𝜎 = 0, 1.

Як видно з таблиць, iснують iнтервали параметрiв дослiджуваного тi-
ла i навантаження, яким вiдповiдає цiлком прийнятна похибка визначення
довжини зони передруйнування, яка виявляється найбiльш чутливою до
кута зламу межi подiлу i фазового кута навантаження. Зокрема, при збiль-
шеннi кута зламу межi подiлу матерiалiв похибка наближеного розв’язку
немонотонно зростає. Немонотонною є також залежнiсть похибки вiд фа-
зового кута навантаження, проте немонотоннiсть залежностей вiд кутiв
зламу i фазового кута навантаження є характерною особливiстю для па-
раметрiв зони передруйнування в околi вершини мiжфазної трiщини у
кусково-однорiдному тiлi з ламаною межею подiлу [16].

В таблицях жирним шрифтом видiленi стрiчки зi значними вiдмiнно-
стями розрахованих значень довжин зони передруйнування та/або фазо-
вого кута напружень у зонi у нульовому i першому наближеннях теорiї збу-
рень. Отже, при вiдповiдних їм кутах зламу межi подiлу i фазових кутах
навантаження умови застосовностi наближеного розв’язку виявляються
невиконаними, а вiдмова вiд поправок наступного порядку некоректною.

5. Висновки

Запропоновано наближений метод розв’язання системи функцiональ-
них рiвнянь Вiнера — Гопфа, який не використовує факторизацiю матри-
чного коефiцiєнта. Метод базується на поданнi матричного коефiцiєнта
системи у виглядi суми двох матриць, одна з яких допускає точну фа-
кторизацiю, а iнша розглядається як мале збурення до першої в областi
визначення системи. Розв’язок системи шукається у виглядi розвинень за
степенями матрицi-збурення.

В якостi iлюстрацiї застосування методу розглянуто розв’язання з йо-
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го допомогою задачi про розрахунок параметрiв зони передруйнування у
з’єднувальному матерiалi в кiнцi мiжфазної трiщини, що виходить з куто-
вої точки ламаної межi подiлу двох рiзних матерiалiв. Показано, що при
певних умовах вже у першому наближеннi метод дозволяє отримувати
розв’язки з достатньою точнiстю.
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Табл. 1: Параметри зони передруйнування при рiзних кутах зламу межi
подiлу для 𝐾2/𝐾1 = 2.

𝛼, ∘ 𝑥0 𝑥1 𝜀𝑥,% 𝜓0,
∘ 𝜓1,

∘ 𝜀𝜓, % 𝛿′0 𝛿′1 𝜀𝛿, %
150 0,075468 0,07729 2,35 73,52 73,75 0,31 0,18396 0,18372 0,13
155 0,079884 0,07953 0,44 75,51 75,51 0,0017 0,1675 0,16656 0,57
160 0,081855 0,08008 2,22 77,19 77,07 0,15 0,15365 0,15239 0,83
165 0,081389 0,07901 3,01 78,65 78,49 0,20 0,14182 0,14054 0,91
170 0,078668 0,07647 2,87 79,93 79,79 0,18 0,13159 0,13056 0,79
175 0,074009 0,07267 1,84 81,07 80,98 0,10 0,12268 0,12209 0,48
180 0,06783 0,06783 0,00 82,11 82,11 0,00 0,11488 0,11488 0,00
185 0,060607 0,0622 2,56 83,06 83,17 0,13 0,10806 0,10876 0,64
190 0,056028 0,00319 5,70 83,96 84,18 0,26 0,10211 0,10359 1,42
195 0,044989 0,04958 9,26 84,81 85,15 0,40 0,09696 0,09927 2,32
200 0,037483 0,04311 13,05 85,64 86,09 0,53 0,09256 0,09575 3,33
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Табл. 2: Параметри зони передруйнування при рiзних фазових кутах на-
вантаження для 𝛼 = 160∘.

𝜙, ∘ 𝑥0 𝑥1 𝜀𝑥, % 𝜓0,
∘ 𝜓1,

∘ 𝜀𝜓, % 𝛿′0 𝛿′1 𝜀𝛿, %
0 0,0052764 0,00569 7,20 -19,16 -25,02 23,39 0,45206 0,45199 0,02
10 0,0065949 0,00599 10,14 25,10 18,73 34,04 0,43674 0,43645 0,07
20 0,0148477 0,01312 13,17 51,66 48,82 5,81 0,31038 0,3098 0,19
30 0,0283536 0,02588 9,57 63,59 62,31 2,05 0,2353 0,2345 0,34
40 0,0446754 0,04182 6,82 70,15 69,49 0,95 0,19275 0,19177 0,51
50 0,0615364 0,05867 4,89 74,47 74,11 0,48 0,16576 0,16464 0,68
60 0,0768316 0,07428 3,44 77,69 77,50 0,25 0,14702 0,14578 0,85
70 0,0887731 0,08681 2,26 80,33 80,23 0,12 0,13318 0,13184 0,12
80 0,0960488 0,09488 1,23 82,66 82,62 0,05 0,1226 0,12117 1,18
90 0,0979388 0,09766 0,29 84,85 84,84 0,01 0,11453 0,11303 1,32
100 0,094368 0,09497 0,63 87,05 87,05 0,01 0,10875 0,10721 1,43
110 0,0858859 0,08726 1,57 89,37 89,37 0,01 0,10561 0,10407 1,48
120 0,0735793 0,07554 2,59 91,99 91,95 0,05 0,10607 0,10459 1,41
130 0,0589268 0,06122 3,75 95,13 95,01 0,14 0,11209 0,11076 1,20
140 0,0436127 0,04596 5,12 99,19 98,91 0,34 0,12714 0,12605 0,86
150 0,029321 0,03146 6,81 104,90 104,32 0,77 0,15728 0,1565 0,50
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Дудик М. В.
Приближенный метод решения матричных уравнений Винера — Хопфа в за-
дачах прикладной механики

Резюме

Предложен метод последовательных приближений для решения системы функциональ-
ных уравнений Винера — Хопфа. Метод использует представление матричного коэф-
фициента системы в виде суммы двух матриц, одна из которых допускает точную фак-
торизацию, а относительно другой — матрицы-возмущения — предполагается условие
ее малости по сравнению с первым слагаемым в области задания системы. Решение си-
стемы ищется в виде разложений по степеням матрицы-возмущения. На каждом шаге
приближения решение системы осуществляется с помощью метода Винера — Хопфа
с использованием факторизации основной составляющей матричного коэффициента.
Использование метода иллюстрируется на примере решения задачи о расчете парамет-
ров зоны передруйнування в соединительном материале в конце межфазной трещины,
выходящей из угловой точки ломаной границе раздела двух различных материалов. Зо-
на моделируется линией разрыва перемещения, на которой напряжение удовлетворяет
критерий прочности Мизеса — Хилла. Показано, что при определенных условиях уже
в первом приближении метод позволяет получать решения с допустимой точностью.
Ключевые слова: матричное функциональное уравнение Винера — Хопфа, метод по-
следовательных приближений, межфазная трещина, зона предразрушения, критерий
Мизеса — Хилла.

Dudyk M. V.
An approximate method for solving Wiener—Hopf matrix equations in problems
of applied mechanics

Summary

Method of successive approximations for the solution of the Wiener—Hopf functional equa-
tions system is offered. The method uses the presentation of matrix coefficient of the system
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as a sum of two matrices, where the first matrix assumes the exact factorization, and the sec-
ond matrix — matrix-perturbation — is much smaller than the first matrix in the domain of
system definition. Solution of the system is sought in the form of expansions in powers of the
matrix-perturbation. At each step of the approximation the solution of the system is carried
out by means of the Wiener—Hopf method using factorization of the main component of the
matrix coefficient. The example of the use of method is considered for the solution of the
problem about the calculation of the pre-fracture zone parameters in connecting material
near the tip of the interfacial crack outcoming from the angular point of the broken interface
of two different materials. The zone is modeled by the discontinuity line of displacement,
on which the stresses meet the Mises—Hill failure criterion. It is shown that under certain
conditions, already in the first approximation, the method allows to obtain solutions with
permissible accuracy.
Key words: Wiener—Hopf matrix functional equation, method of successive approximations,
interfacial crack, pre-fracture zone, Mises—Hill criterion.
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ЯКIСНЕ ДОСЛIДЖЕННЯ ДЕЯКОГО СИНГУЛЯРНОГО
ФУНКЦIОНАЛЬНО–ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

Розглядається сингулярна задача Кошi для функцiонально-диференцiального рiвняння
деякого типу, яке розв’язано вiдносно похiдної невiдомої функцiї. Розв’язки шукаються
в класi неперервно-диференцiйованих функцiй. Доводиться, що iснує непуста множи-
на неперервно диференцiйовних розв’язкiв, що мають певнi асимптотичнi властивостi
в досить малому напiвоколi особливої точки. Побудована асимптотика розв’язкiв є не
менш важливою, нiж доведення iснування розв’язкiв. Для дослiдження поставленої за-
дачi використовується методика, яка поєднує елементи теорiї функцiй i якiсної теорiї
диференцiальних рiвнянь. При цьому якiсний аналiз використано не тiльки при побудо-
вi деякого нелiнiйного оператора,але i при доведенi того, що цей оператор задовiльняє
умовам теореми о нерухомiй точцi. Ця методiка, на наш погляд, може бути використа-
на при розв’язуванi широкого класу задач нелiнiйної теорiї звичайних диференцiальних
рiвнянь.
MSC: 99A99, 88B88, 77C77, 66D66.
Ключовi слова: функцiонально-диференцiальнi рiвняння,задача Коши, асимптотика
розв’язкiв, сингулярна задача, неперервно-диференцiйований розв’язок, функцiї Ляпу-
нова.
DOI: XXXX.

1. Вступ

Регулярнi задачi для функцiонально-диференцiальних рiвнянь вивченi
досить докладно [1], [2], [3], [6], [18], [21]. Настiльки ж докладно дослiдже-
нi сингулярнi початковi задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь,
головним чином, розв’язаних вiдносно старших похiдних невiдомих [11],
[12], [13], [17], [19], [20], [22]. Разом з тим сингулярнi крайовi задачi для
функцiонально-диференцiальних рiвнянь вивченi порiвняно мало; вiдзна-
чимо роботи [3], [4], [5], [7], [8], [9], [23], у яких розглянутi питання iсну-
вання й кiлькостi розв’язкiв у рiзних функцiональних просторах. Однак
асимптотична поведiнка розв’язкiв таких задач в околi особливої точки
практично не дослiджувалася навiть у простих випадках; вiдзначимо тут
лише роботи [7], [14], [15], [16], [24], [25].
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У данiй роботi розглядається сингулярна задача Кошi для одного кла-
су нелiнiйних функцiонально-диференцiальних рiвнянь. Використовуючи
методи якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь [10], [11], а також [12], [13] i
продовжуючи дослiдження, розпочатi в [14], [15], [16], у роботi доводиться
iснування непустої множини неперервно диференцiйованих розв’язкiв, що
мають певнi властивостi в досить малому напiвоколi особливої точки.

Розглядається задача Кошi

𝑡𝑟𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑔(𝑡)), 𝑥′(𝑡), 𝑥′(ℎ(𝑡))), (1)

𝑥(0) = 0 (2)

де 𝑟 > 1, 𝑥 : (0, 𝜏) → R — дiйсна змiнна, 𝑥 : (0, 𝜏) → R — неперервна фун-
кцiя, 𝑓 : 𝐷 → R — неперервна функцiя,

𝐷 = {(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) : 𝑡 ∈ (0, 𝜏), |𝑦𝑖| < 𝜆𝑖(𝑡), 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}} ,

де всi 𝜆𝑖 : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервнi функцiї, 𝑔 : (0, 𝜏) → (0,+∞) i
ℎ : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервнi функцiї.

2. Основнi результати

Означення 1. Розв’язком задачi (1), (2) називається неперервно ди-
ференцiйована функцiя 𝑥 : (0, 𝜌] → R (𝜌 — стала, 𝜌 ∈ (0, 𝜏)) iз наступни-
ми властивостями:

1. (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑔(𝑡)), 𝑥′(𝑡), 𝑥′(ℎ(𝑡))) ∈ 𝐷 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ;

2. 𝑥 тотожньо задовольняє рiвнянню (1) при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ;

3. lim
𝑡→+0

𝑥(𝑡) = 0.

Означення 2. Назвемо умовами А сукупнiсть наступних умов:

1. 𝑔 : (0, 𝜏) → (0,+∞), ℎ : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервно диференцiйо-
ванi функцiї, причому 𝑔(𝑡) ≤ 𝑡, ℎ(𝑡) ≤ 𝑡 при 𝑡 ∈ (0, 𝜏);

2. iснують неперервно диференцiйованi функцiї 𝜙 : (0, 𝜏) → R та
𝜔 : (0, 𝜏) → (0,+∞), такi, що lim

𝑡→+0
𝜔(𝑡) = 0, lim

𝑡→+0
𝜔(𝑡)𝑡1−𝑟 = 0,

lim
𝑡→+0

𝜙(𝑡) = 0, lim
𝑡→+0

𝑡𝜙′(𝑡) = 0, i при цьому виконана умова⃒⃒
𝑡𝑟𝜙′(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝜙(𝑡), 𝜙(𝑔), 𝜙′(𝑡), 𝜙′(ℎ(𝑡)))

⃒⃒
≤ 𝜔(𝑡),
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𝑡 ∈ (0, 𝜏);

3. |𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑦1, 𝑢1, 𝑣1) − 𝑓(𝑡, 𝑥2, 𝑦2, 𝑢2, 𝑣2)| ≤ 𝑙2(𝑡) |𝑥1 − 𝑥2| + 𝑙3 (𝑡) |𝑦1 − 𝑦2|+
+𝑙4 (𝑡) |𝑢1 − 𝑢2| + 𝑙5 (𝑡) |𝑣1 − 𝑣2|, (𝑡, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖) ∈ 𝐷, 𝑖 ∈ {1, 2}, де
𝑙𝑗 : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервнi функцiї, 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}.

Позначимо через 𝑈 (𝜌,𝑀, 𝑞) множину неперервно диференцiйованих
функцiй 𝑢 : (0; 𝜌] → R, що задовольняють нерiвностям:

|𝑢(𝑡) − 𝜙(𝑡)| ≤𝑀
𝜔(𝑡)

𝑡𝑟−1
,
⃒⃒
𝑢′(𝑡) − 𝜙′(𝑡)

⃒⃒
≤ (𝑞 + 𝑟)𝑀

𝜔(𝑡)

𝑡𝑟
, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ; (3)

тут 𝜌, 𝑞, 𝑀 — додатнi сталi, 𝜌 < 𝜏 .

Означення 3. Назвемо умовами В сукупнiсть умов:

1. 𝑙2(𝑡) = 𝑙2𝑡
𝑟−1, 𝑙3(𝑡) = 𝑙3 (𝑔(𝑡))𝑟−1 𝜔(𝑡)/𝜔(𝑔(𝑡)), 𝑙4(𝑡) = 𝑙4𝑡

𝑟, 𝑙5(𝑡) =

𝑙5 (ℎ(𝑡))𝑟 , 𝑡 ∈ (0, 𝜏), де все 𝑙𝑖 — додатнi сталi, 𝑖 ∈ {2, 3, 4, 5};

2. 𝑙2 + 𝑙3 + (𝑙4 + 𝑙5)(1 + 𝜔0 + 𝑟) < 𝜔0 − 𝑟 + 1;

3. lim
𝑡→+0

𝑡𝜔′(𝑡)𝜔−1(𝑡) = 𝜔0, 𝜔0 > 𝑟 − 1;

4. lim
𝑡→+0

𝑡𝑔′(𝑡)𝑔−1(𝑡) = 𝑔0, lim
𝑡→+0

𝑡ℎ′(𝑡)ℎ(𝑡) = ℎ0

Теорема 1. Нехай виконанi умови А, В. Тодi iснують сталi 𝑀, 𝑞, 𝜌 та-
кi, що задача Кошi (1),(2) має хоча б один розв’язок 𝑥 : (0, 𝜌] → R, що
належить множинi 𝑈 (𝜌,𝑀, 𝑞).

Доведення. Насамперед, обираємо сталi 𝜌,𝑀, 𝑞. Нехай виконанi на-
ступнi нерiвностi:

1 + 𝜔0 + 𝑟 < 𝑞 < (𝜔0 − 𝑟 + 1 − 𝑙2 − 𝑙3)(𝑙4 + 𝑙5)
−1,

𝑀 > (𝜔0 − 𝑟 + 1 − 𝑙2 − 𝑙3 − (𝑟 + 𝑞)(𝑙4 + 𝑙5))
−1.

Стала 𝜌 задовольняє умовi

𝜌 = min
1≤𝑖≤8

𝜌𝑖,

де всi сталi 𝜌𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, ..., 8} визначаються в процесi доведення теореми.
Зрозумiло, що 𝜌 достатньо мале. Вибiр 𝜌, 𝑀 , 𝑞 забезпечує законнiсть всiх
подальших мiркувань.
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Нехай𝐵 — простiр неперервно диференцiйованих функцiй 𝑢 : [0, 𝜌] → R
з нормою

‖𝑢‖ = max
𝑡∈[0,𝜌]

(|𝑢(𝑡)| +
⃒⃒
𝑢′(𝑡)

⃒⃒
). (4)

Позначимо через 𝑈 пiдмножину 𝐵, кожний елемент 𝑢 : [0, 𝜌] → R якого
задовольняє умовам

|𝑢 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| ≤𝑀𝑡𝜔 (𝑡) ,
⃒⃒
𝑢′ (𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′ (𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑞𝑀𝜔 (𝑡) , 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ,

(5)
причому 𝑢(0) = 0, 𝑢′(0) = 0 й, крiм того, виконана умова:

∀𝜀 > 0∀𝑢 ∈ 𝑈∀𝑡𝑖 ∈ [0, 𝜌] , 𝑖 ∈ {1, 2} : |𝑡1 − 𝑡2| ≤ 𝛿(𝜀) ⇒
⃒⃒
𝑢′(𝑡1) − 𝑢′(𝑡2)

⃒⃒
≤ 𝜀;

(6)
тут 𝛿(𝜀) = (1−𝑙4−𝑙5)(2𝐵 (𝑡𝜀))

−1𝜀, де стала 𝐵(𝑡𝜀) визначена рiвнiстю 𝐵(𝑡𝜀) =

𝑙1(𝑡𝜀) + (ℎ (𝑡𝜀))
−2−𝑟 + 2(𝑔(𝑡𝜀)𝜔(𝑔(𝑡𝜀))

−1; при цьому стала 𝑡𝜀 ∈ (0, 𝜌) обрана
так, щоб виконувалися умови

𝑟𝑡𝑟−1 |𝜙(𝑡)| ≤ 1 − 𝑙4 − 𝑙5
24

𝜀, 𝑡𝑟
⃒⃒
𝜙′(𝑡)

⃒⃒
≤ 1 − 𝑙4 − 𝑙5

24
𝜀,

𝑞𝑀𝜔(𝑡) ≤ 1 − 𝑙4 − 𝑙5
24

𝜀, 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝜀] .

Неважко переконається в тому, що 𝑈 — замкнена, обмежена, опукла
множина. Вiдповiдно до критерiю Арцела, множина 𝑈 компактна.

Розглянемо рiвняння (1) i покладемо 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡)
𝑡𝑟 , де 𝑦 — нова невiдома

функцiя. Тодi рiвняння (1) набуває вигляду:

𝑡𝑦′(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡) + 𝑡𝑓

(︃
𝑡,
𝑦(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑦(𝑔(𝑡))

𝑔𝑟(𝑡)
,
𝑦′(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑦(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑦′(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑦(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︃
. (*)

Очевидно, що iснує таке, достатньо мале, 𝜌1 ∈ (0, 𝜏), що при 𝑡 ∈ (0, 𝜌1]

для всiх 𝑢 ∈ 𝑈 , якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌1.
Далi будемо розглядати диференцiальне рiвняння

𝑡𝑦′(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡) + 𝑡𝑓

(︂
𝑡,
𝑢(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑟𝑢(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑢(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
,

(7)
з початковою умовою 𝑦 (0) = 0, де 𝑢 ∈ 𝑈 — довiльна фiксована функцiя.

Позначимо 𝐷0 = {(𝑡, 𝑦(𝑡)) : 𝑡 ∈ (0; 𝜌] , 𝑦 ∈ R}. При (𝑡, 𝑦) ∈ 𝐷0 для рiв-
няння (7) виконанi умови теореми iснування й одиничностi розв’язкiв й
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неперервної залежностi розв’язкiв вiд початкових даних. Покладемо

Φ1 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| = 𝑀𝑡𝜔(𝑡)} ,

𝐷1 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| < 𝑀𝑡𝜔(𝑡)} ,

𝐻 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 = 𝜌, |𝑦 − 𝜌𝑟𝜙 (𝜌)| < 𝑀𝜌𝜔(𝜌)} .

Нехай допомiжна функцiя 𝐴1 : 𝐷0 → [0,+∞) визначена рiвнiстю
𝐴1 (𝑡, 𝑦) = (𝑦 − 𝑡𝑟𝜙(𝑡))2 (𝑡𝜔(𝑡))−2 i нехай 𝑎1 : 𝐷0 → R — похiдна цiєї функцiї
в силу рiвняння (7). Неважко переконатися в тому, що iснує таке, доста-
тньо мале 𝜌2 ∈ (0, 𝜏), що 𝑎1(𝑡, 𝑦) < 0 при (𝑡, 𝑦) ∈ Φ1, якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌2.
Тепер доведемо, що тодi кожна iнтегральна крива 𝐽 : (𝑡, 𝑦(𝑡)) рiвняння (7),
що перетинає Φ1 розташована таким чином: (𝑡, 𝑦(𝑡)) ∈ 𝐷1 при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0+𝛿)

й (𝑡, 𝑦(𝑡)) /∈ 𝐷1 при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0), де (𝑡0, 𝑦0) — точка перетину 𝐽 з Φ1,
а 𝛿 > 0 — досить мале. Дiйсно, нехай 𝑃 (𝑡0, 𝑦0) ∈ Φ1 — будь-яка точка,
а 𝐽 : (𝑡, 𝑦𝑃 (𝑡)) — iнтегральна крива рiвняння (7) така, що 𝑦𝑃 (𝑡0) = 𝑦0.
Тодi 𝑎1(𝑡0, 𝑦𝑃 (𝑡0)) = 𝑎1(𝑡0, 𝑦0) < 0. Тому якщо 0 < 𝑡0 < 𝜌, то знайдеться
таке, досить мале, 𝛿 > 0, що sign(𝐴1(𝑡, 𝑦𝑝(𝑡))−𝐴1(𝑡0, 𝑦𝑝(𝑡0))) = sign(𝑡0 − 𝑡),
|𝑡− 𝑡0| < 𝛿.

Так як 𝐴1 (𝑡0, 𝑦𝑃 (𝑡0)) = 𝐴1 (𝑡0, 𝑦0) = 𝑀2, то маємо

sign
(︁
|𝑦𝑃 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)|2 (𝑡𝜔 (𝑡))−2 −𝑀2

)︁
= sign (𝑡0 − 𝑡) ,

|𝑡0 − 𝑡| < 𝛿, або sign (|𝑦𝑃 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| −𝑀𝑡𝜔 (𝑡)) = sign (𝑡0 − 𝑡) , |𝑡0 − 𝑡| < 𝛿

Це означає, що (𝑡, 𝑦𝑃 (𝑡))∈𝐷1 при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0) й (𝑡, 𝑦𝑝(𝑡)) ∈ 𝐷1,
при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛿). Якщо ж 𝑡0 = 𝜌, то iснує таке достатньо мале
𝛿 > 0, що 𝐴1(𝑡, 𝑦𝑝(𝑡)) > 𝐴1(𝜌, 𝑦𝑝(𝜌)), 𝑡 ∈ (𝜌− 𝛿, 𝜌). Це означає, що
|𝑦𝑃 (𝑇 ) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)|2 (𝑡𝜔 (𝑡))−2 > 𝑀2, 𝑡 ∈ (𝜌− 𝛿, 𝜌) , або |𝑦𝑃 (𝑇 ) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| >
𝑀𝑡𝜔 (𝑡) , 𝑡 ∈ (𝜌− 𝛿, 𝜌) , або (𝑡, 𝑦𝑝) /∈ 𝐷1 при 𝑡 ∈ (𝜌− 𝛿, 𝜌). Наше твердження
доведене.

Доведемо, що кожна iнтегральна крива рiвняння (7), що перетинає 𝐻,
залишається всерединi 𝐷1 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌] (i тому примикає до точки
(0,0) при 𝑡 → +0, залишаючись в 𝐷1 ). Дiйсно, жодна з iнтегральних
кривих (7), якi перетинають Φ1, у разi подальшого зростання 𝑡 не може
перетнути Φ1 знову. Отже, кожна така iнтегральна крива перетне 𝐻. Ви-
значимо вiдображення Ψ : Φ1 → 𝐻, ставлячи у вiдповiднiсть кожнiй точцi
𝑃 ∈ Φ1 точку Ψ(Φ1) ∈ 𝐻, що лежить на тiй же iнтегральнiй кривiй рiвня-



Функцiонально-диференцiальнi рiвняння 87

ння (7), що й точка 𝑃 . Позначимо через Ψ(Φ1) множину образiв всiх точок
Φ1.

Вiдображення Ψ взаємно однозначно й взаємно неперервне. Множина
Φ1 незамкнута, тому що воно не мiстить свою граничну точку О(0,0). Тому
образ цiєї множини при неперервному вiдображеннi Ψ теж є незамкнутою
множиною.

Водночас множина 𝐻 замкнута. Тому множина Ω = 𝐻∖Ψ(Φ1) не поро-
жня.

Розглянемо iнтегральну криву 𝐽𝑢 : (𝑡, 𝑦𝑢(𝜌)), рiвняння (7) таку, що
(𝜌, 𝑦𝑢(𝜌)) ∈ Ω. На пiдставi вищезазначеного, якщо 𝑡 спадає вiд 𝑡 = 𝜌 до
𝑡 = 𝑡−, де (𝑡−, 𝜌) — лiвий максимальний iнтервал iснування розв’язкiв 𝑦𝑢,
то ця iнтегральна крива не зможе перетнути Φ1. Тому iнтегральна крива
𝐽 : (𝑡, 𝑦𝑢(𝑡)) визначена при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌], лежить у 𝐷1 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌]

i входить у точку О(0,0) при 𝑡 → +0 ( залишаючись у 𝐷1 при 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ),
що й потрiбно було довести.

Таким чином, |𝑦𝑢(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| ≤𝑀𝑡𝜔(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜌].
З тотожностi

𝑡𝑦′𝑢(𝑡) = 𝑟𝑦𝑢(𝑡)

+ 𝑡𝑓

(︂
𝑡,
𝑢(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑢(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑢(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
, 𝑡 ∈ (0, 𝜌]

неважко отримати, що
⃒⃒
𝑦′𝑢(𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′(𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑞𝑀𝜔(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜌],

якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌3, де 𝜌3 — достатньо мале, 𝜌3 ∈ (0, 𝜏).
Доведемо тепер, що в рiвняння (7) є тiльки одна iнтегральна крива (а

саме — крива 𝐽𝑢 : (𝑡, 𝑦𝑢(𝑡))), що перетинає 𝐻 й лежить усерединi 𝐷1 при
𝑡 ∈ (0, 𝜌] ( входячи при цьому в точку О(0,0) при 𝑡→ +0 ), а всi iншi кривi
рiвняння (7), що перетинають 𝐻, залишають множину 𝐷1 при 𝑡 → +0.
Для цього розглянемо однопараметричнi сiмейства множин

Φ2(𝜐) = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑦𝑢(𝑡)| = 𝜐𝑡𝜔(𝑡)(− ln 𝑡)} ,

𝐷2(𝜐) = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑦𝑢(𝑡)| < 𝜐𝑡𝜔(𝑡)(− ln 𝑡)} .

де 𝜐 — параметр, 𝜐 ∈ (0, 1].
Нехай допомiжна функцiя 𝐴2 : 𝐷0 → [0; +∞) визначається рiвнiстю

𝐴2(𝑡, 𝑦) = (𝑦 − 𝑦𝑢(𝑡))2 (𝑡𝜔(𝑡)(− ln 𝑡))−2 i нехай 𝑎2 : 𝐷0 → R — похiдна цiєї
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функцiї вiдповiдно до рiвняння (7). Неважко переконатися в тому, що iснує
таке, достатньо мале, 𝜌4 ∈ (0, 𝜏), що 𝑎2(𝑡, 𝑦) < 0 при (𝑡, 𝑦) ∈ Φ2(𝜐), 𝜐 ∈ (0, 𝜌]

i при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌], якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌4. Звiдси випливає, що для будь-
якого фiксованого 𝜐 ∈ (0, 𝜌] iнтегральна крива 𝐽 : (𝑡, 𝑦(𝑡)) рiвняння (7),
яка перетинає Φ2(𝜐) в будь-якiй точцi (𝑡0, 𝑦0), розташована таким чином:
(𝑡, 𝑦 (𝑡))∈𝐷2(𝜐) при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0) й (𝑡, 𝑦(𝑡)) ∈ 𝐷2(𝜐) при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛿),

де 𝛿 > 0 — досить мале. Це доводиться тими ж мiркуваннями, що й при
розглядi Φ1.

Нехай тепер (𝑡*, 𝑦*)− будь-яка точка множини 𝐷1 така, що 𝑦* ̸=
𝑦𝑢(𝑡*).Найдеться таке 𝜐* ∈ (0, 1], що (𝑡*, 𝑦*) ∈ Φ2(𝜐*). Розглянемо iнте-
гральну криву 𝐽* : (𝑡, 𝑦*(𝑡)) рiвняння (7), що проходить через точку (𝑡*, 𝑦*).
На пiдставi вищезазначеного, при зменшенi 𝑡 (𝑡 ≤ 𝑡*) ця iнтегральна крива
не зможе перетнути Φ2(𝜐*).Отже, вона лежить поза𝐷2(𝜐*) при всiх припу-
стимих 𝑡 < 𝑡*. Водночас |𝑦(𝑡) − 𝑦𝑢(𝑡)| ≤ |𝑦(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| + |𝑦𝑢(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)𝑡𝑟| ≤
≤ 2𝑀𝑡𝜔(𝑡) < 𝜐𝑡𝜔(𝑡)(− ln 𝑡), якщо 𝑡 ∈ (0, 𝑡**], де значення 𝑡** ∈ (0, 𝜌) обрано

так, щоб при 𝑡 ∈ (0, 𝑡**] виконувалася умова −
1

ln 𝑡
<

𝜐

2𝑀
.

Покладемо за означенням 𝑦𝑢(0) = 0, 𝑦′𝑢(0) = 0. Неважко переконатися
в тому, що функцiя 𝑦𝑢 : [0, 𝜌] → R задовольняє умовi :

∀𝜀 > 0∀𝑡𝑖 ∈ [0, 𝜏 ] , 𝑖 ∈ {1, 2} : |𝑡1 − 𝑡2| ≤ 𝛿(𝜀) ⇒
⃒⃒
𝑢′(𝑡1) − 𝑢′(𝑡2)

⃒⃒
≤ 𝜀,

якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌5. (Тут 𝛿(𝜀) — те ж, що й в умовi (6).). Ми бачимо, що
𝑦𝑢 ∈ 𝑈 . Визначимо оператор 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 , так : 𝑇𝑢 = 𝑦𝑢. Доведемо, що опе-
ратор 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 неперервний. Дiйсно, нехай 𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2} — довiльнi
фiксованi функцiї. Позначимо 𝑇𝑢𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2}. Тодi 𝑦𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2} i
виконуються тотожностi

𝑡𝑦′𝑖(𝑡) = 𝑟𝑦𝑖(𝑡) + 𝑡𝑓

(︂
𝑡,
𝑢𝑖(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢𝑖(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′𝑖(𝑡)

𝑡𝑟

− 𝑢𝑖(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′𝑖(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑢𝑖(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
, 𝑖 ∈ {1, 2}. (9)

Нехай ‖𝑢1 − 𝑢2‖ = 𝑑. Якщо 𝑑 = 0, то 𝑦1 = 𝑦2. Далi вважаємо, що
𝑑 > 0. Нехай 𝜐 — стала, яка задовольняє умовам: 𝜐 ∈ (0, 1), 𝜐 < (𝜔0 − 𝑟 +

1) |𝑔0 + ℎ0 + 𝑔0𝜔0 − 1|−1. Приймаючи до уваги вибiр 𝜐, неважко перекона-
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тися в тому, що

𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
𝑡,
𝑢1(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢1(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′1(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑟𝑢1(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′1(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑟𝑢1(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
−

− 𝑓

(︂
𝑡,
𝑢2(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢2(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′2(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑟𝑢2(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′2(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑟𝑢2(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐾0𝑑
𝜐𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)𝜔(𝑔(𝑡))

𝑡

)︂−𝜐
, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , (10)

де 𝐾0 = (𝑙2 + 𝑙3 + 𝑟(𝑙4 + 𝑙5) + 1)(2𝑀)1−𝜐.
Будемо вивчати поведiнку iнтегральних кривих диференцiального рiв-

няння

𝑡𝑦′(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡) + 𝑡𝑓

(︂
𝑡,
𝑢(𝑡)

𝑡𝑟
,
𝑢(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑡))𝑟
,
𝑢′(𝑡)

𝑡𝑟
− 𝑢(𝑡)

𝑡𝑟+1
,
𝑢′(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟
− 𝑢(ℎ(𝑡))

(ℎ(𝑡))𝑟+1

)︂
.

(11)
Покладемо

Φ3 =

{︃
(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑦2(𝑡)| = 𝛾𝑑𝜐𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔(𝑔(𝑡))

)︂−𝜐
}︃
,

𝐷3 =

{︂
(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦 − 𝑦2(𝑡)| < 𝛾𝑑𝜐𝑡𝜔(𝑡)(

𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔(𝑔(𝑡)))−𝜐

}︂
,

де 𝛾 — стала, 𝛾 > 2𝐾 (𝜔0 − 𝑟 + 1 − 𝜐(𝑔0 + ℎ0 + 𝑔0𝜔0 − 1))−1. Визначимо
допомiжну функцiю 𝐴3 : 𝐷0 → R рiвнiстю

𝐴3(𝑡, 𝑦) = (𝑦 − 𝑦2(𝑡))
2

(︃
𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔(𝑔(𝑡)

)︂−𝜐
)︃−2

.

Нехай 𝑎3 : 𝐷0 → R — похiдна функцiї 𝐴3(𝑡, 𝑦) в силу рiвняння (7).
Легко з’ясувати, що iснує таке, достатньо мале 𝜌7 ∈ (0, 𝜏), що 𝑎3(𝑡, 𝑦) < 0

при (𝑡, 𝑦) ∈ Φ3, якщо тiльки 𝜌 ≤ 𝜌7. Тому iнтегральна крива рiвняння (11),
що перетинає Φ3 в будь-якiй точцi (𝑡0, 𝑦0), розташована так: вона лежить
в 𝐷3 при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛿) i лежить зовнi 𝐷3 при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0), де 𝛿 > 0 —
достатньо мале. Крiм того,

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| ≤ |𝑦1 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| + |𝑦2 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| ≤

≤ 2𝑀𝑡𝜔 (𝑡) < 𝛾𝑑𝜐𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔 (𝑔(𝑡))

)︂−𝜐
,
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якщо 𝑡 ∈ (0, 𝑡 (𝑑)], де 𝑡 (𝑑) достатньо мале, 𝑡 (𝑑) ∈ (0, 𝜌). Тому iнтегральна
крива 𝐽 : (𝑡, 𝑦1 (𝑡)) рiвняння (11) лежить всерединi 𝐷3 при 𝑡 ∈ (0, 𝑡 (𝑑)]. На
основi вищесказаного, якщо 𝑡 збiльшується вiд 𝑡 = 𝑡 (𝑑) до 𝑡 = 𝜌, то вказана
iнтегральна крива не може мати спiльних точок з Φ3. Тому, вона (крива)
лежить в 𝐷3 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌]. Отже,

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| < 𝛾𝑑𝜐𝑡𝜔(𝑡)

(︂
𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑡
𝜔 (𝑔(𝑡))

)︂−𝜐
, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] (12)

За допомогою (9), (12) неважко переконатися в тому, що

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| +
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑑𝜐(𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)𝜔(𝑔(𝑡)))−𝜐, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] . (13)

Перейдемо тепер безпосередньо до доведення неперервностi оператора
𝑇 : 𝑈 → 𝑈 . Нехай 𝜀 > 0 дано. Iснує таке 𝑡𝜀 ∈ (0, 𝜌), що

2𝑀𝑡𝜔(𝑡) + 2𝑞𝑀𝜔(𝑡) ≤ 𝜀

2

при 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝜀]. Якщо 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝜀], то

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| +
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)

⃒⃒
≤ |𝑦1(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| + |𝑦2(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)|

+
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′(𝑡)

⃒⃒
+
⃒⃒
𝑦2(𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′(𝑡)

⃒⃒
≤ 2𝑀𝑡𝜔(𝑡) + 2𝑞𝑀𝜔(𝑡) ≤ 𝜀

2
.

Якщо ж 𝑡 ∈ [𝑡𝜀, 𝜌], то з (13) маємо

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| +
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′(𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑑𝜐 (𝑔(𝑡𝜀)ℎ(𝑡𝜀)𝜔(𝑔(𝑡𝜀)))

−𝜐 , 𝑡 ∈ [𝑡𝜀, 𝜌] .

Покладемо 𝛿 (𝜀) = (𝜀/2)
1
𝜐 𝑔(𝑡𝜀)ℎ(𝑡𝜀)𝜔(𝑔(𝑡𝜀)). Якщо 𝑑 < 𝛿(𝜀), то

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)|+ + |𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)| ≤ 𝜀/2 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌]. Крiм того, 𝑦𝑖 (0) =

0 i 𝑦′
𝑖 (0) = 0, 𝑖 ∈ {1, 2}. Тому max

𝑡∈[0,𝜌]
(|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)|+ |𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)|) ≤ 𝜀/2 або

‖𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)‖ ≤ 𝜀/2.
Отже, доведено, що якщо ‖𝑢1 − 𝑢2‖ = 𝛿 < 𝛿 (𝜀), то

‖𝑇𝑢1 − 𝑇𝑢2‖ = ‖𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)‖ ≤ 𝜀/2 < 𝜀.

Цi мiркування не залежать анi вiд вибору функцiї 𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2}, анi
вiд вибору 𝜀 > 0.

Неперервнiсть оператора 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 доведена.
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Застосуємо до оператора 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 принцип нерухомої точки Шауде-
ра. В оператора 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 є хоча б одна нерухома точка 𝑦0 ∈ 𝑈 , тобто
𝑇𝑦0 = 𝑦0. Оскiльки iснує єдина функцiя 𝑥0 : (0, 𝜌] → R така, що 𝑥0(𝑡) =
𝑦0(𝑡)
𝑡𝑟 , то маємо: |𝑥0(𝑡) − 𝜙(𝑡)| ≤ 𝑀 𝜔(𝑡)

𝑡𝑟−1 , |𝑥′0(𝑡) − 𝜙′(𝑡)| ≤ (𝑞 + 𝑟)𝑀 𝜔(𝑡)
𝑡𝑟 , 𝑡 ∈

(0, 𝜌].
Теорему доведено.
Вiдмiтимо, що з умови теореми, взагалi кажучи, не випливає, що

𝜙′ (𝑡) → 𝑐, 𝑡→ +0, 𝜔(𝑡)
𝑡𝑟 → 0, 𝑡→ +0, де 𝑐 — стала.

Назвемо умовами С сукупнiсть наступних умов:

1. 𝑙2(𝑡) = 𝑙2𝑡
2𝑟−2𝛽(𝑡), 𝑙3(𝑡) = 𝑙3𝑡

𝑟−1(𝑔(𝑡))𝑟−1𝛽(𝑡), 𝑙4(𝑡) = 𝑙4𝑡
2𝑟−1𝛽(𝑡),

𝑙5(𝑡) = 𝑙5𝑡
𝑟−1 (ℎ(𝑡))𝑟 𝛽(𝑡), де 𝑙𝑖 — додатнi сталi, 𝑖 ∈ {2, 3, 4, 5};

2. 𝛽 : (0, 𝜏) → (0,+∞) — неперервна функцiя;

3. lim
𝑡→+0

𝛽 (𝑡) = 0, lim
𝑡→+0

𝜔(𝑡)
𝑡𝑟−1𝛽(𝑡)

= 0.

Теорема 2. Нехай виконанi умови В,С. Тодi iснують сталi 𝜌, 𝑀 , 𝑞 такi,
що задача Кошi (1), (2) має єдиний розв’язок 𝑥 : (0, 𝜌] → R, що належить
множинi 𝑈(𝜌,𝑀, 𝑞).

Доведення. Насамперед, обираємо сталi 𝜌, 𝑀 , 𝑞. Нехай виконанi на-
ступнi нерiвностi:

𝑀 > 2/(𝜔0 − 𝑟 + 1), 𝑞 > 1/2(𝜔0 + 𝑟 + 1).

Умови, що визначають вибiр 𝜌 тут не наводимо. Цi умови можна було б
конкретно виписати, таким самим чином, як i при доведеннi теореми 1;
зараз ми вкажемо, що 𝜌 досить мало. Вибiр 𝜌,𝑀, 𝑞 забезпечує законнiсть
всiх подальших мiркувань.

Нехай𝐵 — простiр неперервно диференцiйованих функцiй 𝑢 : [0, 𝜌] → R
з нормою (4). Позначимо через 𝑈 пiдмножину 𝐵, кожний елемент 𝑢 :

[0, 𝜌] → R якої при 𝑡 ∈ (0, 𝜌] задовольняє нерiвностям (5), причому 𝑢(0) = 0,
𝑢′(0) = 0. Множина 𝑈 замкнена й обмежена. Розглянемо рiвняння (1)
i покладемо 𝑥 = 𝑦(𝑡)

𝑡𝑟 , де 𝑦 — нова невiдома функцiя. Тодi рiвняння (1)
матиме вигляд (*). Далi будемо розглядати задачу Кошi (7), (8), де 𝑢 ∈
𝑈 — довiльна фiксована функцiя. Тими самими мiркуваннями, що й у
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теоремi 1, з’ясуємо, що iснує єдиний розв’язок 𝑦𝑢 : (0, 𝜌] → R задачi (7),
(8) такий, що вiдповiдає оцiнкам

|𝑦𝑢 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙 (𝑡)| ≤𝑀𝑡𝜔 (𝑡) ,⃒⃒
𝑦′𝑢 (𝑡) − 𝑟𝑡𝑟−1𝜙 (𝑡) − 𝑡𝑟𝜙′ (𝑡)

⃒⃒
≤ 𝑞𝑀𝜔 (𝑡) , 𝑡 ∈ (0, 𝜌] .

Покладемо за означенням 𝑦𝑢 (0) = 0, 𝑦′𝑢 (0) = 0. Тодi 𝑦𝑢 ∈ 𝑈 . Визначимо
оператор 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 , покладаючи 𝑇𝑢 = 𝑦𝑢(𝑡). Доведемо, що оператор
𝑇 : 𝑈 → 𝑈 — оператор стиску.

Нехай 𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2} — довiльнi фiксованi функцiї. Позначимо
𝑇𝑢𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2}. Тодi 𝑦𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ {1, 2} й виконуються тотожностi
(9). Нехай ‖𝑢1 − 𝑢2‖ = 𝑑. Якщо 𝑑 = 0, то 𝑦1 = 𝑦2. Нехай далi 𝑑 > 0. Будемо
дослiджувати поведiнку розв’язкiв диференцiального рiвняння (11).

Позначимо

Φ4 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| = 𝛾𝑑𝑡𝑟𝛽(𝑡)} ,

𝐷4 = {(𝑡, 𝑦) : 𝑡 ∈ (0, 𝜌] , |𝑦(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| < 𝛾𝑑𝑡𝑟𝛽(𝑡)} ,

де 𝛾 — стала, яка задовольняє умовi:

𝛾 > (𝛽0)
−1(𝑙2 + 𝑙3 + (1 + 𝑟)(𝑙4 + 𝑙5)). (14)

Розглянемо допомiжну функцiю 𝐴4 : 𝐷0 → [0,+∞), задану рiвнiстю

𝐴4 (𝑡, 𝑦) = (𝑦 − 𝑦2(𝑡))
2(𝑡𝑟𝛽(𝑡))−2

i позначимо через 𝑎4 : 𝐷0 → R похiдну цiєї функцiї в силу рiвняння (11).
Так як 𝜌 достатньо мале, то неважко переконатися в тому, що 𝑎4(𝑡, 𝑦) <

0 при (𝑡, 𝑦) ∈ Φ4. Отже, кожна iнтегральна крива 𝐽 : (𝑡, 𝑦(𝑡)) рiвняння
(9), яка перетинає Φ4 в будь-якiй точцi (𝑡0, 𝑦0), розташована таким чином:
(𝑡, 𝑦 (𝑡))∈𝐷4 при 𝑡 ∈ (𝑡0 − 𝛿, 𝑡0) i (𝑡, 𝑦 (𝑡)) ∈ 𝐷4 при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛿), де 𝛿 > 0−
досить мале.

При цьому маємо

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| ≤ |𝑦1(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)| + |𝑦2(𝑡) − 𝑡𝑟𝜙(𝑡)|

≤ 2𝑀𝑡𝜔(𝑡) = 𝛾𝑡𝑟𝑑𝛽(𝑡)
2𝑀𝑡𝜔(𝑡)

𝛾𝑑𝑡𝑟𝛽(𝑡)
< 𝛾𝑡𝑟𝑑𝛽(𝑡),
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якщо 𝑡 ∈ (0, 𝑡(𝑑)], де стала 𝑡(𝑑) ∈ (0, 𝜌) визначена з умови 𝜔(𝑡)
𝑡𝑟−1𝛽(𝑡)

< 𝛾𝑑
2𝑀

при 𝑡 ∈ (0, 𝑡(𝑑)], тобто 𝑡(𝑑) — достатньо мале. Виходить, iнтегральна крива
𝐽1 : (𝑡, 𝑦1(𝑡)) рiвняння (11) лежить усерединi 𝐷4 при 𝑡 ∈ (0, 𝑡(𝑑)]. Водночас,
на пiдставi сказаного вище, якщо 𝑡 монотонно зростає вiд 𝑡 = 𝑡(𝑑) до 𝑡 = 𝜌,
то ця iнтегральна крива не може мати спiльних точок з Φ4. Тому дана
iнтегральна крива лежить у 𝐷4 при всiх 𝑡 ∈ (0, 𝜌]. Таким чином,

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| ≤ 𝛾𝑡𝑟𝑑𝛽(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝜌] . (15)

За допомогою тотожностей (9) неважко одержати оцiнку:

𝑡
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)

⃒⃒
≤ (𝛽0 + 𝑟)𝛾𝑡𝑟𝛽(𝑡)𝑑, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] . (16)

З (15) i (16) випливає, що

|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)|+
⃒⃒
𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)

⃒⃒
≤ 𝛾𝑡𝑟𝛽(𝑡)𝑑+(𝛽0+𝑟)𝛾𝑡

𝑟−1𝛽(𝑡)𝑑 ≤ 𝑑

2
, 𝑡 ∈ (0, 𝜌] ,

оскiльки 𝜌 досить мале. Тому max
𝑡∈[0,𝜌]

(|𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| + |𝑦′1(𝑡) − 𝑦′2(𝑡)|) ≤ 1/2𝑑,

тобто, ‖𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)‖ ≤
𝑑

2
.

Таким чином, доведено, що ‖𝑇𝑢1 − 𝑇𝑢2‖ ≤
1

2
‖𝑢1 − 𝑢2‖.

Наведенi мiркування не залежать вiд вибору функцiй 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 , 𝑖 ∈ {1, 2}.
Тому 𝑇 : 𝑈 → 𝑈 — стискаючий оператор. Для завершення доведення
теореми залишається застосувати принцип стислих вiдображень Банаха.

3. Висновки

Дана методика може використовуватися для дослiдження широкого
класу задач Коши для функцiонально - диференцiальних рiвнянь i дозво-
ляє дослiджувати асимптотичну поведiнку розв’зкiв задач такого вигляду.
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Полищук (Чайчук) О. Р.
Качественное исследование некоторого сингулярного функционально-
дифференциального уравнения

Резюме

Рассматривается сингулярная задача Коши для функционально-дифференциального
уравнения определенного типа, разрешенного относительно производной неизвестной
функции. Решения ищутся в классе непрерывно-дифференцируемых функций. Дока-
зывется, что существует непустое множество непрерывно-дифференцируемых решений,
имеющих определенные асимптотические свойства в достаточно малой окрестности осо-
бой точки. Построение асимптотики решений является не менее важным результатом,
чем доказательство существования решений. Для исследования поставленной задачи
использована методика, соединяющая элементы теории функций и качественной тео-
рии дифференциальных уравнений. При этом качественный анализ применен не только
при построении некоторого нелинейного оператора, но и при доказательстве того, что
этот оператор удовлетворяет условиям теоремы о неподвижной точке. Эта методика, по
нашему мнению, может быть использована при решении широкого класса задач нели-
нейной теории обыкновенных дифференциальных уравнений.
Ключевые слова: функционально-дифференциальные уравнения, задача Коши, асимп-
тотика решений, сингулярная задача, непрерывно -дифференцируемое решение, функ-
ции Ляпунова.

Polishchuk (Chaichook) O. R.
A qualitative investigation for some singular functional differential eqation

Summary
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A singular Cauchy problem for functional differential equations of a certain type is consid-
ered, solved for the derivative of the unknown function. Solutions are sought in the class of
continuously differentiable functions. It is proved that there exists a nonempty set of con-
tinuously differentiable solutions having certain asymptotic properties in a sufficiently small
neighborhood of the singular point. Construction of the asymptotic behavior of solutions is
as important result as proof of the existence of solutions. To study the task, a technique
was used that combines elements of the theory of functions and the qualitative theory of
differential equations. Moreover, a qualitative analysis was applied not only in constructing
a certain nonlinear operator, but also in proving that this operator satisfies the conditions
of the fixed-point theorem. This technique, in our opinion, can be used for a wide range of
problems of the theory of nonlinear ordinary differential equations.
Key words: functional differential equation, initial value problem, solution asymptotics, sin-
gular problem, continuously differentiable solution, Lyapunov functions.
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